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RésuméCe projet de �n d'étude vise à étudier la stabilité numérique du 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM au moyen de la bilbiothèque CADNA.Le 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM est un 
ode de simulation de la 
ir
ulationo
éanique (OPA version 8.1) 
ouplé à un 
ode de tra
eurs passifs, qui dans 
etteétude sont des tra
eurs biologies. Ces deux 
odes ont été 
réés au LODYC (leLaboratoire d'O
éanographie DYnamique et de Climatologie), laboratoire géré parl'IPSL (l'Institut Pierre-Simon-Lapla
e des S
ien
es de l'Environnement Global).Après avoir présenté le LODYC et l'IPSL, le 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM estétudié du point de vue théorique, en parti
ulier la méthode du gradient 
onjuguépré
onditionné (utilisé pour 
al
uler une fon
tion de 
ourant) et les 
ritères destabilité des di�érents s
hémas numériques.Dans la partie tra
eurs passifs du 
ode, deux s
hémas numériques peuvent êtreutilisés : le s
héma d'Arakawa et le s
héma de Smolarkiewi
z.La bibliothèque CADNA, basée sur la méthode CESTAC (Contr�le et Estima-tion Sto
hastique des Arrondis de Cal
uls), est ensuite présentée.Une dernière partie présente l'ensemble des résultats obtenus. L'algorithme dugradient 
onjugué pré
onditionné '
al
ule bien' du point de vue informatique (miseà part lors du 
al
ul de la fon
tion de 
ourant barotropique d'une île) même si lasolution obtenue n'atteint pas toujours la pré
ision maximale.D'autre part les variables du 
ode possèdent une bonne pré
ision, que 
e soit lesvariables dynamiques (tra
eurs a
tifs), les variables biologiques (tra
eurs passifs)ave
 le s
héma numérique d'Arakawa ou les variables biologiques ave
 le s
hémanumérique de Smolarkiewi
z. Il est intéressant de noter que les 
on
entrationsdes variables biologiques ont environ un 
hi�re signi�
atif exa
t de moins ave
Smolarkiewi
z qu'ave
 Arakawa.
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Introdu
tionLes o
éans, qui 
ouvrent 70% du globe et 
ontiennent 97% de l'eau présentesur Terre, jouent un r�le primordial dans le système 
limatique. Le Laboratoired'O
éanographie DYnamique et de Climatologie (LODYC) a 
réé d'importants
odes, à la pointe de la re
her
he, permettant de simuler les o
éans. La propaga-tion des erreurs d'arrondi due à l'arithmétique à virgule �ottante des ordinateurspeut fausser les résultats et engendrer des instabilités numériques. Pour pouvoirvalider les 
odes de simulation des o
éans, il est important de 
onnaître leur qualiténumérique.Une première étude [8℄ en 1998 a montré que l'on pouvait implanter la biblio-thèque CADNA, qui permet de valider numériquement tout programme de 
al
uls
ienti�que, dans une version simpli�ée du 
ode de simulation o
éanique OPA 8.0.Une deuxième étude en 1999 [14℄ a permis de valider, du point de vue nu-mérique, le 
ode ORCA, version o
éan mondial du 
ode OPA 8.1, grâ
e à 
ettebibliothèque. En e�et, toutes les variables observées possédaient, en moyenne, plusde sept 
hi�res signi�
atifs exa
ts et les instabilités numériques déte
tées n'avaientpas de 
onséquen
e grave.Suite à 
es deux études nous étudions i
i le 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM 
'est-à-dire le 
ode OPA étudié pré
édement, 
ouplé ave
 un 
ode simulant de la biologiemarine : NNPZDDOM. Dans un premier temps le modèle 
orrespondant au 
odeOPA sera évoqué, puis 
elui 
on
ernant le 
ode NNPZDDOM. Ensuite nous dé-
rirons l'outil utilisé pour étudier la stabilité numérique du 
ode : la bibliothèqueCADNA. En�n nous présenterons les di�érents résultats obtenus.
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Chapitre 1Cadre de l'étudeLe 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM a été développé au Laboratoire d'O
éano-graphie DYnamique et de Climatologie (LODYC), et de l'Institut Pierre SimonLapla
e (IPSL).1.1 Présentation de l'IPSLL'Institut Pierre-Simon-Lapla
e des S
ien
es de l'Environnement Global (IPSL)a été 
réé en tant que Fédération d'Unités par le CNRS le 1er Janvier 1994. Sonr�le est de mettre en pla
e des servi
es s
ienti�ques permettant une rationalisationdes moyens et une meilleure e�
a
ité dans la 
onduite des a
tivités de re
her
he.Il regroupe six laboratoires de re
her
he lo
alisés en région parisienne :� Le Centre d'études des Environnements Terrestre et Planétaires (CETP)� Le Laboratoire de Météorologie Dynamique (LMD)� Le Laboratoire de Physique et Chimie Marines (LPCM)� Le Laboratoire d'O
éanographie DYnamique et de Climatologie(LODYC)� Le Laboratoire des S
ien
es du Climat et de l'Environnement (LSCE)� Le Servi
e d'Aéronomie (SA)1.2 Présentation du LODYCLe LODYC est une Unité Mixte de Re
her
he (UMR 7617) dépendant duCNRS, département des S
ien
es de l'Univers, de l'Université Pierre et Marie Curie(Paris VI), et de l' Institut de Re
her
he pour le Développement (IRD). Il regroupequelque 80 
her
heurs, enseignants-
her
heurs, ingénieurs, te
hni
iens, administra-tifs et thésitifs lo
alisés à Jussieu.La vo
ation première du LODYC est l'étude des pro
essus dynamiques gou-vernant la 
ir
ulation o
éanique, la 
ompréhension des mé
anismes gouvernantl'évolution du système 
limatique terrestre où l'o
éan joue un r�le important etl'étude des 
y
les biogéo
himiques o
éaniques, en parti
ulier 
elui du 
arbone, quimettent en jeu, entre autres, la biosphère marine.6



Les prin
ipaux projets du laboratoire relèvent :� d'une a
tivité expérimentale fondée sur l'impli
ation forte du LODYC dansles 
ampagnes à la mer ;� d'une a
tivité de développement instrumental ;� de l'interprétation 
onjointe des observations spatiales et in situ ;� d'une a
tivité de modélisation théorique, 
on
eptuelle et statistique avan
ée,liée à l'interprétation des données ;� d'une a
tivité de modélisation numérique, le laboratoire ayant dé-veloppé un modèle de 
ir
ulation générale o
éanique : OPA.Le laboratoire parti
ipe a
tivement à l'enseignement supérieur et l'a

ueil dethésitifs dans les domaines de l'o
éanographie, de la 
limatologie et de l'étude des
y
les biogéo
himiques o
éaniques.
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Chapitre 2
Le 
ode OPA, version 8.1

L'o
éanographie dynamique est une s
ien
e ré
ente. La stru
ture détaillée des
ourants, les dépla
ements de masse d'eau, et la répartition des propriétés physiqueset 
himiques dans la mer sont loins d'être bien 
ompris. Les pro
essus physiquesqui 
onduisent les 
ourants et déterminent les propriétés physiques de l'eau de mersont nombreux, 
omplexes et se produisent au travers d'un vaste spe
tre spatiotemporel. Ils résultent de la 
ir
ulation induite par l'a
tion du vent sur la surfa
ede la mer et de la 
ir
ulation liée à l'hétérogénité de la température et de la salinité.Comprendre et simuler l'o
éan possède des similitudes ave
 le problème deprévision du temps. C'est sans doute pour 
ela que, historiquement, beau
oup dete
hniques utilisées dans le domaine de de la météorologie ont été appliquées auproblème o
éanographique. Le modèle OPA permet d'étudier sur un vaste spe
trespatio temporel la 
ir
ulation o
éanique dans un 
adre général. Ce 
ode permetsous 
ertaines 
ontraintes de 
al
uler l'évolution dans le temps de paramètres telsque la vitesse du 
ourant, la température, la pression hydrostatique, la salinité.
2.1 Le domaineLe domaine étudié dans le 
adre de 
ette étude est un 
anal zonal périodique de168 km de large, sur 504 km de long et 4,3 km de profondeur. On fait 
ir
uler l'eauqui arrive à un bord de l'autre 
�té. Le domaine est dis
rétisé en mailles de 6 kmde large, par 6 km de long. Le pas d'espa
e en largeur et en longueur est 
onstant.Par 
ontre le dé
oupage en profondeur n'est pas régulier : les mailles vont de 10 à300 m de profondeur. On a don
 une grille de 28*84*30 points.8



Le dé
oupage en profondeur se fait de la façon suivante :numéro de la maille Profondeur prise au milieu de la maille1 4.982 15.103 25.544 36.455 48.076 60.737 74.948 91.429 111.2210 135.8411 167.3512 208.5013 262.8314 334.4915 427.9016 547.0317 694.5518 871.1019 1075.1020 1303.2421 1551.2322 1814.7023 2089.7524 2373.1625 2662.4926 2955.9327 3252.2028 3550.4029 3849.9030 4150.282.2 Les équations primitivesL'o
éan est un �uide qui est bien appro
hé par les équations primitives, ieles équations de Navier-Sto
kes ave
 une équation d'état non-linéaire qui relie latempérature et la salinité à la vitesse du �uide par l'intermédiaire de la densité.Le modèle OPA est dé�ni ave
 les approximations suivantes :� l'approximation de la sphéri
ité de la Terre� l'approximation �
ou
he min
e� : la profondeur de l'o
éan est négligée parrapport au rayon de la Terre� hypothèse de la fermeture turbulente : les tenseurs turbulents sont supposésêtre proportionnels aux gradients dynamiques et thermodynamiques à grandeé
helle 9



� hypothèse de Boussinesq : les variations de la masse volumique sont négligésdans l'équation de 
onservation de la quantité de mouvement horizontale� hypothèse hydrostatique 1 : seuls la gravité et le gradient verti
al de pres-sion sont pris en 
ompte dans l'équation de 
onservation de la quantité demouvement verti
ale.� hypothèse d'in
ompressibilité (d'où une vitesse non divergente)Il est fréquent d'utiliser un système unitaire (i,j,k) de ve
teurs orthogonaux liés àla Terre du fait de l'importan
e de la for
e gravitationnelle dans les équations demouvement à grande é
helle. Ainsi k est le ve
teur lo
al dirigé vers le haut et (i,j)deux ve
teurs orthogonaux à k.Les di�érentes variables sont dé�nies de la manière suivante :� U le ve
teur vitesse, Uh le ve
teur vitesse sur l'horizontale (sur le plan (i,j))et w le ve
teur vitesse sur la verti
ale ave
 U = Uh + wk� T la température� S la salinité� � la densité in-situ� p la pressionVoi
i les prin
ipales équations du modèle dans le repère (i, j, k) :L'équation de 
onservation du moment :�Uh�t = �[(r^ U) ^ U + 12r(U2)℄h � f � k � Uh � 1�orhp+DU (2.1)L'équilibre hydrostatique : �p�z = ��g (2.2)L'in
ompressibilité : r:U = 0 (2.3)La 
onservation de la 
haleur :�T�t = �r:(TU) +DT (2.4)La 
onservation de la salinité :�S�t = �r:(SU) +DS (2.5)L'équation d'état : � = �(T; S; p) (2.6)ave
 r le gradient dans les dire
tions (i, j, k), t le temps, z la 
oordonnéeverti
ale, �o une densité de référen
e, f l'a

élération de Coriolis (f = 2
:k, ave

 le ve
teur de vitesse angulaire de rotation de la Terre) , g l'a

élération de lagravité et Di le terme de di�usion pour la variable i.1Un �uide est hydrostatique si on néglige ses mouvements verti
aux10



2.3 Repère lo
alSoit (i, j, k) un système de 
oordonnées 
urvilignes orthogonales sur la sphère,asso
ié aux ve
teurs orthogonaux (i, j, k).Soit (�, ',z) un système de 
oordonnées géographiques dans lequel une positionest dé�nie par la latitude '(i; j), la longitude �(i; j) et la distan
e du 
entre de laTerre a + z(k) ave
 a le rayon de la Terre et z l'altitude au dessus d'un niveau demer de référen
e.La déformation lo
ale du système de 
oordonnées 
urvilignes est donné par e1,e2 et e3, les trois fa
teurs d'é
helle :e1 = (a+ z) 24 ���i 
os'!2 +  �'�i !235 12 (2.7)e2 = (a+ z) 24 ���j 
os'!2 +  �'�j !235 12 (2.8)e3 =  �z�k! (2.9)Comme la profondeur de l'o
éan est négligeable devant le rayon de la Terre,a+z peut être rempla
é par a. Les fa
teurs d'é
helle horizontaux, e1 et e2 sont don
indépendants de k. Le fa
teur d'é
helle verti
al, e3, n'est fon
tion que de k puisquek est parallèle à z. Dans notre 
as, le domaine est assez petit pour 
onsidérer e1 ete2 
onstants. On se ramène don
 à un système orthogonal.Les opérateurs s
alaires et ve
toriels qui apparaissent dans les équations primi-tives (Equations (1.1) à (1.6)) peuvent être réé
rits dans le formalisme tensoriel. Ilest alors né
essaire de 
al
uler la 
omposante horizontale des termes visqueux etnon-linéaires de l'équation du moment (1.1). On pose U = (u; v; w) = Uh + wk lavitesse dans le système de 
oordonnées (i, j, k).On obtient dans 
e formalisme :* Ave
 � la vorti
ité relative et � la divergen
e du 
hamp horizontal de vitesse.� = � 1e1e2 [�(e2u)�i + �(e1v)�j ℄ (2.10)� = 1e1e2 [�(e2v)�i � �(e1u)�j ℄ (2.11)* L'équation de 
onservation du moment :�u�t = +(�+ f)v� we3 �u�k � 12e1 �(u2 + v2)�i � 1�oe1 �ph�i � 1�oe1 �ps�i +DlUu +DvUu(2.12)11



�v�t = +(� + f)u� we3 �v�k � 12e2 �(u2 + v2)�j � 1�oe2 �ph�j � 1�oe2 �ps�j +DlUv +DvUv(2.13)ave
 DlUi et DvUi la di�usion horizontale, respe
tivement verti
ale, de la 
om-posante i de la vitesse et où � est donné par (1.1) et le gradient de la pressionde surfa
e par : 1�oe1 �ps�i =Mu + 1He2 ��j  �	�t ! (2.14)et 1�oe2 �ps�j =M v � 1He1 ��i  �	�t ! (2.15)I
i M = (Mu;Mv) représente la 
ontribution des termes non-linéaire, vis-queux et de gradient de pression hydrostatique aux équations (1.12) et (1.13).Et le surligné indique une moyenne verti
ale sur la 
olone d'eau entière (i.e.de z=-H, le fond de l'o
éan, à z=0, le �toit rigide�2).Mu = 1H 0Z�H "�u�t + 1�oe1 �ps�i # e3 dk (2.16)M v = 1H 0Z�H "�v�t + 1�oe2 �ps�j # e3 dk (2.17)La dérivée temporelle de  est la solution de l'équation elliptique suivante :"r^ " 1Hk ^r � �t !##z = hr^Miz (2.18)soit dans le formalisme tensoriel :��i " e2He1 ��i  � �t !# + ��j " e1He2 ��j  � �t !# = ��i(e2Mv)� ��j (e1Mu) (2.19)* La vitesse verti
ale w et la pression hydrostatique ph sont diagnostiqués parles équations suivantes : �w�k = ��e3 (2.20)�ph�k = ��ge3 (2.21)où � est donné par (1.10)2on 
onsidère que la surfa
e de l'o
éan ne varie pas suivant k12



* Les équations de 
onservation de la 
haleur de la salinité :�T�t = � 1e1e2 [�(e2Tu)�i + �(e1Tv)�j ℄� 1e3 �(Tw)�k +DT (2.22)�S�t = � 1e1e2 [�(e2Su)�i + �(e1Sv)�j ℄� 1e3 �(Sw)�k +DS (2.23)ave
 DT le terme de di�usion pour la température et DS le terme de di�usionpour la salinité.2.4 La méthode du gradient 
onjugué pré
ondi-tonnéUn algorithme de gradient 
onjugué pré
onditionné est utilisé pour résoudrel'équation elliptique((2.18)et(2.19)). Cette équation est de la forme Ax = b. ave
A matri
e symétrique dé�nie positive. Trouver la solution x revient à minimiser lafon
tion [27℄ f(x) = 12x:A:x� b:x (2.24)En e�et, 
ette fon
tion est minimum quand son gradient,rf = A:x � b s'annule,
e qui revient à (2.24).Le prin
ipe de la méthode du gradient 
onjugué est de 
her
her, à 
haque étape,une quantité �k qui minimize f(xk + �kpk). On a alorsdfd� = 0don
 �k = < rk; rk >< Adk; dk >où rk = b� A:xk = A(x� xk)est l'erreur au rang k. Le 
hoix de la dire
tion pk dépend de l'erreur :pk = rk + �kpk�1:�k est tel que < Apk; pk >= 0 d'où�k = < rk; rk >< rk�1; rk�1 >On obtient l'algorithme suivant :* Initialisations x0 (2.25)p0 = r0 = b� Ax0 (2.26)13



* Pour k=0,1,... �k = < rk; rk >< Apk; pk > (2.27)xk+1 = xk + �kpk (2.28)rk+1 = rk � �kApk (2.29)�k = < rk+1; rk+1 >< rk; rk > (2.30)pk+1 = rk+1 + �k+1pk (2.31)L'algorithme du gradient 
onjugué 
onverge en au plus n itérations,ave
 n � n la dimension de A[28℄. Pratiquement, à 
ause des erreursd'arrondis, 
ela n'est plus véri�é : on a une méthode itérative [28℄.Le test d'arrêt utilisé [7℄ est le suivant :< rk+1; rk+1 >< b; b > � � (2.32)ave
 � 
hoisi a priori.Le gradient 
onjugué pré
onditionnéL'algorithme utilisé dans OPA est en fait un gradient 
onjugué pré
onditionné. Ila pour avantage de 
onverger en moins d'itérations si la matri
e de pré
ondition-nement est bien 
hoisie [27℄.On rempla
e la résolution de Ax = b par Q�1Ax = Q�1b.Q�1 doit être 
hoisi ave
 l'obje
tif que K(Q�1A) << K(A) ave
 K(A) le 
ondi-tionnement de la matri
e A.En théorie le meilleur 
hoix est don
 Q�1 = A�1. Dans 
e 
as K(Q�1A) = 1.En pratique, il faut trouver Q�1 le plus pro
he de A�1, sans que les 
al
uls deQ�1 ne soient trop 
oûteux. Dans notre 
as Q est la diagonale de A. Q est alorstrivialement inversible.On ne peut appliquer dire
tement l'algorithme du gradient 
onjugué à Q�1A,
ar il faut que Q�1A soit symétrique, 
e qui est faux en général, même si Q�1 estsymétrique.Si Q�1 est symétrique dé�nie positive, 
e qui est notre 
as, on peut dé�nir Q�1=2symétrique et dé�nie positive telle que (Q�1=2)2 = Q�1.Or Q1=2(Q�1A)Q�1=2 = Q�1=2AQ�1=2est symétrique dé�nie positive. De plus Q�1A est semblable à Q�1=2AQ�1=2. Don
au lieu d'utiliser le système Q�1Ax = Q�1b, on 
onsidèreQ1=2(Q�1A)Q�1=2Q1=2x = Q�1=2bOn pose y = Q1=2x. On doit alors trouver y tel que Q1=2(Q�1A)Q�1=2y =Q�1=2b. 14



La méthode du gradient 
onjugué est appliquée à 
e nouveau système de matri
e~A = Q�1=2AQ�1=2On a alors yk = Q1=2xk~rk = Q�1=2b� ~Ayk = Q�1=2rk~pk = Q1=2pkave
 rk = b� A:xkAlgorithme appliqué à ~A Idem en tenant 
ompte des relations pré
édentes~�k = < ~rk; ~rk>< ~A ~pk; ~pk> ~�k = <Q�1rk;rk><Apk;pk>yk+1 = yk + ~�k ~pk xk+1 = xk + ~�kpk~rk+1 = ~rk � ~�k ~A ~pk rk+1 = rk � ~�kpk~�k+1 = <~rk+1; ~rk+1>< ~rk; ~rk> �k = <Q�1rk+1;rk+1><Q�1rk;rk>~pk+1 = ~rk+1 + ~�k+1~pk pk+1 = Q�1rk+1 + ~�k+1pkDans OPA, 
'est l'algorithme suivant, qui équivaut à 
eux du tableau 
i-dessus, quiest utilisé :* Initialisations x0 (2.33)z0 = d0 = b�Q�1Ax0 (2.34)
0 =< z0; Qz0 > (2.35)* Pour k=0,1,... �k = 
k< Q�1A;Qpk > (2.36)xk+1 = xk + �kpk (2.37)zk+1 = zk � �kQ�1A (2.38)
k+1 =< zk+1; Q zk+1 > (2.39)�k = 
k+1
k (2.40)pk+1 = zk+1 + �k+1 pk (2.41)Tant que 
k+1< b;Q b > � � (2.42)ave
 � 
hoisi a priori. 15



Il est à noter que le zk utilisé i
i 
orrespond à rk dans le 
ode3, de même pk
orrespond à dk et il y a une variable supplémentaire dans le 
ode : Q�1Apk (don
Q�1Adk) qui est notée 'zk' (à ne pas 
onfondre !).2.5 Dis
rétisationLes te
hniques numériques utilisés pour résoudre les équations primitives sontbasées sur la traditionnelle méthode des di�éren
es �nies à l'ordre deux.Le domaine est dis
rétisé sur la grille �C� dans la 
lassi�
ation d'Arakawa.e1x, e2x et e3x 
orrespondent à la largeur, respe
tivement la longueur, respe
tive-ment la hauteur de la maille ayant pour 
entre la variable x, pour i=1,2,3.Notations :Etant donné les valeurs d'une variable s
alaire q en deux points adja
ents de lagrille du modèle, les opérateurs de moyenne et de di�érentiation appliqués à 
ettevariable sont dé�nis au point intermédiaire par :Æi[q℄ = q �i + 12�� q �i� 12� (2.43)qi = 12 �q �i+ 12�+ q �i� 12�� (2.44)La forme semi-dis
rète, en espa
e, de l'équation du moment est la suivante :�u�t = + 1e1u (� + f)j (e1vv)i+1=2;j � 12e1u Æi+1=2 hu2 + v2i� 1e1ue2ue3u e1T e2Twi+1=2 Æk+1=2[u℄k� 1�oe1u Æi+1=2 hphi� �Mu + 1Hue2u Æj ��	�t ��+DlUu +DvUu (2.45)�v�t = + 1e2v (� + f)i (e2uu)i;j+1=2 � 12e2v Æj+1=2 hu2 + v2i� 1e1ve2ve3v e1T e2Twj+1=2 Æk+1=2[v℄k� 1�oe2v Æj+1=2 hphi� �Mv + 1Hve1v Æi ��	�t ��+DlUv +DvUv (2.46)La forme semi-dis
rète, en espa
e, des équations de 
onservation de la 
haleuret de la salinité sont les suivantes :�T�t = � 1e1T e2T � Æi he2uuT i + Æj he1vvT i�� 1e3T Æk hwT i+DlTT +DvTT (2.47)�S�t = � 1e1Se2S � Æi he2uuSi+ Æj he1vvSi�� 1e3S Æk hwSi +DlSS +DvSS (2.48)3Plus exa
tement dans l'algorithme énon
é au début de la subroutine solp
g, du �
hiersolp
g.F, qui 
ontient l'algorithme du gradient 
onjugué pré
onditionné16



ave
 e2u = e2ui�1=2;j;k , même 
hose pour e2v et u = ui�1=2;j;k, même 
hose pour v etw. Le s
héma temporel utilisé pour les termes d'adve
tion est le s
héma 
entré,d'ordre deux, saute-mouton ou �leapfrog�. Ainsi pour un tra
eur T adve
té ave
 lavitesse U on a : T t+�t = T t��t + 2�t F [T (t); U(t)℄ (2.49)Pour assurer la stabilité d'un tel s
héma on utilise un terme de di�usion temporellesous la forme d'un �ltre d'Asselin :T t+�t = � T t+�t + (1� �) T t (2.50)Ce s
héma spatial et temporel est 
elui utilisé pour le s
héma d'Arakawa. Il seravu plus en détail par la suite dans la partie 'NNPZDDOM'.Le 
al
ul de la di�usion horizontale est basée sur le s
héma temporel avant
entré d'ordre 2 suivant : T t+�t = T t��t + 2�t Dt��t (2.51)Le 
al
ul de la di�usion verti
ale est basée sur le s
héma temporel arrière 
entréd'ordre 2 suivant : T t+�t = T t��t + 2�t Dt+�t (2.52)2.6 Critères de stabilité� Pour les termes d'adve
tion, le 
ritère de stabilité à respe
ter est le suivant(voir la partie '
ode NNPZDDOM' pour plus de détails ) : juj+ jvj�x + jvjmin(�z)! 2�t � 1Un message d'erreur apparaît dans le �
hier de sortie si 
e 
ritère n'est pasrespe
té.� Pour les termes de di�usion horizontale, on doit avoir [15℄ :jDlj � (�x)464�tsoit jDlj � 5; 625E + 10 or dans notre 
as jDlj = 3; 5E + 10 don
 
e 
ritèreest respe
té� Les termes de di�usion verti
ale sont in
onditionnellement stable [15℄� Le terme de Coriolis (f) est stable pour �t � 1h56 et dans notre 
as �t = 360se
ondes.2.7 Fi
hiers asso
iésLe 
ode OPA8.1 a été é
rit en Fortran 77, 
ompatible Fortran 90, sauf les �-
hiers du répertoire ioipsl qui 
réent des sorties au format net
df. Ceux-
i sont é
rit17



en Fortran 90. Ce programme 
omprend 20000 à 30000 lignes de 
odes répar-ties en 9 �
hiers ayant l'extension .f - �
hiers sour
e Fortran -, 103 �
hiers .F- �
hiers avant l'appel au pré
ompilateur 
pp - et 77 �
hiers .h - �
hiers qui sontin
lus dans les �
hiers sour
e par le pré
ompilateur 
pp. Le pré
ompilateur 
pp(standard sous UNIX) est utilisé non seulement pour in
lure les �
hiers d'exten-sion .h dans des �
hiers d'extension.F, mais aussi pour 
ompiler ou non 
ertainesparties des 
odes sour
es. En e�et, l'utilisateur peut 
hoisir di�érentes 
lés qui vontdéterminer le 
ontenu de 
ertains �
hiers d'extension .f.2.8 CRAY SV1Les simulations ave
 le 
ode OPA sont e�e
tuées sur le CRAY SV1, 
al
ulateurdestiné au 
al
ul s
ienti�que ve
toriel. Voi
i ses prin
ipales 
ara
téristiques :� Nombre de pro
esseurs : 8 (Fréquen
e = 300 Mhz)� Ar
hite
ture : Ve
torielle 64 bits� Capa
ité mémoire 
entrale : 4 gigaO
tets� Capa
ité disque : 95 gigaO
tets� Unités de 
al
ul par pro
esseur : 2� Puissan
e 
rête par pro
esseur : 1,2 gigaFlopsL'étude de la stabilité numérique du 
ode ORCA utilisait un CRAY J90 dont la
apa
ité mémoire était quatre fois inférieure au CRAY SV1 et dont la puissanse
rête par pro
esseur était six fois plus lente.
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Chapitre 3Le 
ode NNPZDDOMLe 
ode OPA peut être 
ouplé à un 
ode de biologie marine NNPZDDOM qui
al
ule l'évolution de la 
on
entration des variables suivantes :� N pour Amonium (NH4)� N pour Nitrate (NO3)� P pour Phytoplan
ton (PHY)� Z pour Zooplan
ton (ZOO)� D pour Detritus (DET)� DOM pour Dissolved Organi
 Matter (DOM)Ces variables, ou tra
eurs, sont dites passives 
ar elles sont transportées par la
ir
ulation o
éanique mais ne l'a�e
te pas, 
ontrairement aux tra
eurs dits a
tifs,tels que la température et la salinité, qui eux agissent sur la dynamique du modèle.Plusieurs s
hémas numériques peuvent être utilisé pour résoudre l'équationsd'adve
tion de 
es tra
eurs passifs. Nous envisagerons dans 
ette étude le s
hémad'Arakawa (qui est déjà utilisé pour les tra
eurs a
tifs) et le s
héma de Smo-larkiewi
z dont le prin
ipal avantage est de 
onserver la positivité des tra
eurs,
ontrairement au s
héma d'Arakawa.
Fi
hiers asso
iés Le 
ode NNPZDDOM est 
ouplé au 
ode OPA en y ajoutantles �
hiers 
orrespondant et en a
tivant la 
lé 'key_passivetr
' pour indiquer qu'onutilise des tra
eurs passifs et la 
lé 'key_tr
_nnpzddom' pour indiquer qu'on utilisele 
ode NNPZDDOM. Le 
ode NNPZDDOM 
omprend 28 �
hiers .F et 14 �
hiers.h. Le s
héma de Smolarkiewi
z est pris par défaut 1.Pour utiliser le s
héma d'Arakawa, il faut en plus ajouter la 
lé 'key_tr
_arakawa'.1Dans 
e 
as, voi
i la totalité des 
lés utilisées pour 
ette 
on�guration : 'key_monotasking','key_linear', 'key_temdta', 'key_trahdfbilap', 'key_dynhdfbilap', 'key_hpgimpli
it','key_islands', 'key_passivetr
', 'key_tr
_nnpzddom', 'key_tr
_diabio', 'key_tr
_diaadd','key_tr
_diatrd', 'key_�xqsr', 'key_zdftke' et 'key_diainstant'.19



3.1 Le s
héma d'ArakawaDans le repère lo
al (i, j, k) dé�ni pré
edemment, l'équation d'adve
tion d'untra
eur passif T par un 
hamp de vitesse U s'é
rit :�T�t = � 1e1e2 "�(e2Tu)�i + �(e1Tv)�j #� 1e3 �(Tw)�k (3.1)soit en dis
rétisant en espa
e :�T�t = � 1e1T e2T � Æi he2uuT i + Æj he1vvT i�� 1e3T Æk hwT i (3.2)ave
 e2u = e2ui�1=2;j;k , même 
hose pour e2v et u = ui�1=2;j;k, même 
hose pour v etw. Nous rappelons que le s
héma temporel utilisé est le s
héma saute mouton ou�leapfrog� (1.38).Ave
 les notations vu en (1.24) et (1.25), on a :Æi hT i = T �i + 12�� T �i� 12�= 12 [T (i+ 1) + T (i)℄� 12 [T (i) + T (i� 1)℄= 12 [T (i+ 1)� T (i� 1)℄Le s
héma dis
rétisé possède don
 la forme suivante :T n+1i;j;k � T n�1i;j;k2�t = � 1e1T e2T [12(e2ui;j;kui;j;kT ni+1;j;k � e2ui�1;j;kui�1;j;kT ni�1;j;k)+12(e2vi;j;kvi;j;kT ni;j+1;k � e2vi�1;j;kvi�1;j;kT ni;j�1;k)℄� 12e3T (vi;j;kT ni;j;k+1 � vi�1;j;kT ni;j;k�1) (3.3)ave
 e1T = e1Ti;j;k , e2T = e2Ti;j;k et e3T = e3Ti;j;kPour notre domaine, une maille fait 6km en largeur sur 6km en longueur et enprofondeur de 10 à 300m. Une maille au point u à la même largeur et longueurqu'une maille au point v ou T. Don
 on ae1v = e2u = e1T = e2T = 6000m = �x = �yet 10m � e3T = �z � 300mave
 �z fon
tion de z. 20



L'équation (3.3) devient don
T n+1i;j;k � T n�1i;j;k2�t =� "(uni;j;kT ni+1;j;k � uni�1;j;kT ni�1;j;k)2�x + (vni;j;kT ni;j+1;k � vni�1;j;kT ni;j�1;k)2�x #�(wni;j;kT ni;j;k+1 � wni�1;j;kT ni;j;k�1)2�z (3.4)D'après [13℄, p.22 et 23, le 
ritère de stabilité est i
i :j(u+ v)2�t�x sin(r�x) + w2�t�z sin(r�z)j � 1soit j(u+ v)2�t�x sin(r�x)j + jw2�t�z sin(r�z)j � 1Il faut don
 que l'on ait juj+ jvj�x + jvjmin(�z)! 2�t � 1ave
 �x =6000m, min(�z)=10m et �t=360 se
ondes. Cette 
ondition est 
om-munément appelée 
ritère de stabilité de Courant-Friedri
hs-Lewy ou de CFL 
arelle a été trouvée pour la première fois en 1928 par Courant, Friedri
h et Lewy.Ce test a été mis en pla
e dans le programme à 
haque pas de temps. Parexemple, pour le soixantième pas de temps on a :max(u) = 0:87614735389 m:s�1max(v) = 0:1707980336 m:s�1max(w) = 0:382930849 E � 003 m:s�1Le 
ritère de stabilite vaut : 0.1532044676 � 1S'il n'est pas respe
té, on a�
he un message d'erreur.Erreur de tron
ature Le s
héma utilisé est d'ordre 2 en temps et en espa
edon
 l'erreur de tron
ature ou l'erreur absolue de méthode est la suivante :em � 1(nitmin)2 + 1(nx)2 + 1(ny)2 + 1(nz)2ave
 nit le nombre minimum de pas de temps : 60,nx le nombre de maille sur la largeur : 28,ny le nombre de maille sur la longueur : 84,nz le nombre de mailles sur la profondeur : 30,L'erreur de méthode em � 2; 8E � 321



3.2 Le s
héma de Smolarkiewi
zLe s
héma de Smolarkiewi
z (ou méthode FCT pour Flux Corre
ted Transport)utilisé sur un tra
eur passif T 
onsiste à adve
ter une première fois 
e tra
eurave
 la vitesse U au moyen d'un s
héma �upstream�. Ce s
héma possède une fortedi�usion impli
ite. On obtient alors de nouveaux �ux de masse et de nouvelles
on
entrations de tra
eurs à partir desquels on 
al
ul un �ux de masse antidi�usifA(1)m . On adve
te ensuite les nouvelles 
on
entrations obtenues par un autre s
héma'upstream' ave
 les �ux de masse A(1)m , et ainsi de suite. (1) représente le numérode la phase 
orre
tive. Dans notre 
as, on utilise une seule phase 
orre
tive.On a toujours la même équation d'adve
tion d'un tra
eur T par une vitesse U :�T�t = � 1e1e2 [�(e2Tu)�i + �(e1Tv)�j ℄� 1e3 �(Tw)�k (3.5)Pour la dis
rétisation spatiale, nous introduisons la notation suivante :q+ = 12(q + jqj) (3.6)q� = 12(q � jqj) (3.7)D'autre part on dé�nit les �ux de masses suivants :A1u = e2ue3uuA2v = e1ve3vvA3w = e1we2wwL'équation semi-disrète ave
 le s
héma spatial 'upstream' donne :�T�t = � 1e1T e2T e3T �Æi �A+1ui� 12 ;j;kTi� 12 ;j;k + A�1ui� 12 ;j;kTi+ 12 ;j;k��� 1e1T e2T e3T �Æj �A+2vi;j� 12 ;kTi;j� 12 ;k + A�2vi;j� 12 ;kTi;j+ 12 ;k��� 1e1T e2T e3T �Æk �A+3wi;j;k� 12 Ti;j;k� 12 + A�3wi;j;k� 12 Ti;j;k+ 12 �� (3.8)ave
 elT = elTi;j;k ; l = 1; 2; 3Ave
 
e s
héma sptatial, on utilise le s
héma temporel 
entré avant suivant :T t+�t = T t��t + 2�t F [T (t��t); U(t)℄ (3.9)En fait, on 
al
ule dans un premier tempsT ni;j;k = � 1en1T en2T en3T �Æi �A+n1ui� 12 ;j;kT n�1i� 12 ;j;k + A�n1ui� 12 ;j;kT n�1i+ 12 ;j;k��� 1en1T en2T en3T �Æj �A+n2vi;j� 12 ;kT n�1i;j� 12 ;k + A�n2vi;j� 12 ;kT n�1i;j+ 12 ;k��22



� 1en1T en2T en3T �Æk �A+n3wi;j;k� 12 T n�1i;j;k� 12 + A�n3wi;j;k� 12 T n�1i;j;k+ 12 �� (3.10)ave
 elT = enlTi;j;k ; l = 1; 2; 3Puis on intègre temporellement :T (1)ni;j;k = T n�1i;j;k +�t T ni;j;k (3.11)On 
al
ule ensuite les �ux de masse antidi�usif ave
 T (1) :A(1)n1u = 1T (1)ni+ 12 ;j;k  jA1uj ��t � (A1u)2e1ue2ue3u! � Æi+ 12 [T (1)n ℄ (3.12)ave
 elu = enlui;j;k et Alu = Anlui;j;k pour l = 1; 2; 3De même pour A(1)2v et A(1)2wEn�n, on 
al
ule à nouveau l'adve
tion ave
 les termes en A(1) et T (1) à la pla
edes termes en A, respe
tivement en T :T n+1i;j;k = � 1en1T en2T en3T �Æi �A+(1)n1ui� 12 ;j;kT (1)ni� 12 ;j;k + A�(1)n1ui� 12 ;j;kT (1)ni+ 12 ;j;k��� 1en1T en2T en3T �Æj �A+(1)n2vi;j� 12 ;kT (1)ni;j� 12 ;k + A�(1)n2vi;j� 12 ;kT (1)ni;j+ 12 ;k��� 1en1T en2T en3T �Æk �A+(1)n3wi;j;k� 12 T (1)ni;j;k� 12 + A�(1)n3wi;j;k� 12 T (1)ni;j;k+ 12 �� (3.13)ave
 elT = enlTi;j;k ; l = 1; 2; 3Par manque de temps et d'information, le 
ritère de stabilité et l'erreur de tron-
ature ne seront pas exposés. On suppose toutefois que le 
ritère de stabilité de 
es
héma est toujours respe
té.Di�usion horizontale Le s
héma d'Arakawa et de Smolarkiewi
z peuvent êtreutilisés, ou non, ave
 un terme de di�usion horizontale. I
i nous travaillons ave
un opérateur bilapla
ien.On 
al
ule tout d'abord le lapla
ien :Dni;j;k = 1e1T � e2T �Æi�1[e2ue1u Æi(T ni;j;k)℄ + Æj�1[e1ve2v Æj(T ni;j;k)℄� (3.14)on multiplie ensuite le résultat par un 
oe�
ient de di�usion BhDni;j;k = Dni;j;k �Bh (3.15)On 
al
ule en�n le bilapla
ien :Dni;j;k = 1e1T � e2T �Æi�1[e2ue1u Æi(Dni;j;k)℄ + Æj�1[e1ve2v Æj(Dni;j;k)℄� (3.16)ave
 elT = enlTi;j;k ; l = 1; 2; 3 23



Chapitre 4La bibliothèque CADNALa biliothèque CADNA est utilisée pour étudier la stabilité numérique du
ode OPA-TRC-NNPZDDOM. Cette bibliothèque, qui applique la méthode CES-TAC, est dévelopée par l'équipe CHPV du Laboratoire d'Informatique de Paris VI(LIP6).4.1 Le LIP6Le Laboratoire d'Informatique de Paris VI (LIP6) est une unité mixte de re-
her
he de l'Université Pierre et Marie Curie et du CNRS (UMR 7606). Il rassembleen une seule entité l'essentiel de la re
her
he en informatique à l'Université Pierreet Marie Curie. Ave
 un e�e
tif d'environ 320 personnes (do
torants 
ompris), ilest stru
turé en neuf thèmes s
ienti�ques :1. Algorithmique numérique et parallélisme (ANP)2. Apprentissage et a
quisition de 
onnaissan
es (APA)3. Ar
hite
ture des systèmes intégrés et mi
ro-éle
tronique (ASIM)4. Cal
ul formel (CALFOR)5. Objets et Agents pour Systèmes d'Information et de Simulation (OASIS)6. Réseaux et performan
es (RP)7. Sémantique, preuve et implantation ( SPI)8. Systèmes répartis et 
oopératifs(SRC)9. Systèmes d'aide à la dé
ision et à la formation (SYSDEF)Le thème Algorithmique Numérique et Parallélisme 
omprend deux équipes :� Cal
ul à Haute Performan
e et Validation (CHPV)� Optimisation et ModélisationL'équipe Cal
ul à Haute Performan
e et Validation (CHPV) travaille sur deuxprojets :1. Projet PAN (Parallélisation d'Algorithmes Numériques)24



2. Projet VAN (Validation des Algorithmes Numériques).Ce dernier projet 
onsiste à 
ontr�ler et valider les logi
iels s
ienti�ques,
'est-à-dire à faire en 
ours d'exé
ution du programme :� L'analyse de la propagation des erreurs d'arrondi� La déte
tion des instabilités numériques� Le 
ontr�le des tests et des bran
hements� L'estimation de la pré
ision de tout résultat de 
al
ul� L'estimation de l'in�uen
e des in
ertitudes des données sur les résultatsfournisCe problème est abordé grâ
e à l'appro
he sto
hastique. Celle-
i permet detenir 
ompte de la 
ompensation des erreurs d'arrondi et de donner une bonneestimation des résultats.Ce projet vise 
omme appli
ation tout type de 
al
ul s
ienti�que en virgule�ottante sur ma
hine séquentielle, parallèle ou ve
torielle.4.2 L'arithmétique à virgule �ottanteTout réel x 2 RI , non nul peut s'é
rire :x = �:be:m ave
 b 2 NI ; � 2 f�1;+1g; e 2 Z et m 2 [0; b[où b est la base, � le signe, e l'exposant et m la mantisse.Si on pose m 2 [1; b[, le triplet f�; e;mg est unique. La représentation est ditenormalisée. C'est 
ette représentation qui est utilisée dans l'arthmétique à virgule�ottante sur ordinateur. Coder un réel sur ordinateur revient don
 à 
oder le tripletf�; e;mg.Depuis 1985, une norme internationale est re
onnue pour l'arithmétique à vir-gule �ottante et respe
tée par la quasi-totalité des 
onstru
teurs : la norme IEEE754[16℄. Cette norme prévoit, entre autres, les 
odages simple pré
ision et double pré-
ision. Elle utilise la base 2. Pour e et m, on utilise don
 le développement binairede 
es nombres :e = pXi=0 bi:2i et m = 1Xi=0 ai:2�i ave
 (ai; bi) 2 f0; 1gLe 
odage de � tient sur un bit (appelé �bit de signe�) et vaut 0 si x > 0 et 1 six < 0. Un nombre en double pré
ision 
odé suivant 
ette norme possède 52 bits demantisse plus un bit 
a
hé, soit 53 bits de mantisse en tout 
e qui 
orrespond à 15
hi�res signi�
atifs exa
ts au maximum.Les deux 
al
ulateurs CRAY (CRAY J90 et CRAY SV1) ne respe
tent pas lanorme IEEE754 de 1985 [16℄. En e�et les réels simple pré
ision sont 
odés sur 64bits dont 48 bits de mantisse, 
e qui 
orrespond à 14 
hi�res signi�
atifs exa
tsau maximum.On appelle ensemble des �ottants, noté FI , l'ensemble des réels 
odables exa
-tement sur ordinateur. Il dépend de la pré
ision utilisée, mais 
'est toujours un en-semble �ni, don
 borné et dis
ret. Le fait qu'il soit borné entraîne les phénomènes25



de sous-
apa
ité ou de sur-
apa
ité. Le fait qu'il soit dis
ret et que les opérateursatithmétiques ne soient pas des lois internes dans FI entraîne le phénomène d'erreurd'arrondi.Ainsi tout réel qui n'est pas un �otant est appro
hé par un élément de FI . Pluspré
isément, soit Xmin (resp
. Xmax) le plus petit (resp. le plus grand) nombre�ottant, pour tout réel x dans l'intervalle (Xmin, Xmax), il existe fX�; X+g dansFI tels que X� < X+ et (X�; X+)\ FI = ;. x est toujours représenté soit par X�soit par X+.Déterminer la règle qui, en fon
tion de x, fournit X� ou X+, 
'est 
hoisir lemode d'arrondi de la ma
hine. Il y a quatre types d'arrondi :� l'arrondi vers 0 : x est représenté par le �ottant le plus près de x, 
omprisentre 0 et x� l'arrondi au plus près : x est représenté par le �ottant le plus près de x pourla distan
e usuelle de RI� l'arrondi vers plus l'in�ni : x est systématiquement représenté par X+� l'arrondi vers moins l'in�ni : x est systématiquement représenté par X�L'arrondi s'e�e
tue d'une part, à 
haque le
ture d'une donnée ou a�e
tationd'une variable par une valeur numérique expli
itée et, d'autre part lors de l'exé-
ution de toute opération arithmétique élémentaire à virgule �ottante (addition,soustra
tion, multipli
ation et division).La propagation des erreurs d'arrondiNous avons vu que tout réel x 2 RI ,non nul peut s'é
rire :x = �:be:m ave
 1b � m < 1 (4.1)où b est la base, � le signe de x, e l'exposant et m la mantisse.* Erreur due à l'opération d'a�e
tationSi X est la représentation de x sur un ordinateur qui utilise la base 2, on peuté
rire : X = �:M:2E ave
 X = x� �:2E�p:� (4.2)2E�p:� représente l'ereur absolue faite sur la mantisse �nie M, p le nombrede bits de 
ette mantisse (le bit 
a
hé 
ompris) et E l'exposant du résultatinformatique X. Suivant le mode d'arrondi 
onsidéré on a :� en arrondi au plus près, � 2 [�0:5;+0:5[;� en arrondi vers zéro, � 2 [0; 1[;� en arrondi vers plus ou moins l'in�ni, � 2 [�1;+1[;* erreur due à l'addition informatiqueSoient � l'addition informatique et x1, x2 deux réels d'images informatiqueX1 et X2, on a Xi = xi � �:2Ei�p:�i pour i = 1; 2 (4.3)et X1 �X2 = x1 + x2 � �1:2E1�p:�1 � �2:2E2�p:�2 � �3:2E3�p:�3 (4.4)26



E3 étant l'exposant, �3 le signe et �3 l'arrondi du résultat informatique X1�X2* erreur due à la soustra
tion informatiqueDe façon similaire, en notant 	 la soustra
tion informatique, on obtientX1 	X2 = x1 � x2 � �1:2E1�p:�1 + �2:2E2�p:�2 + �3:2E3�p:�3 (4.5)* erreur due à la multipli
ation informatiqueDe même, soit 
 la multipli
ation informatique,X1 
X2 = x1:x2 � �1:2E1�p:�1:x2 � �2:2E2�p:�2:x1+�1:�2:2E1+E2�2p:�1:�2 � �3:2E3�p:�3 (4.6)Le quatrième terme en 2�2p est du deuxième ordre. En le négligeant, onobtient :X1 
X2 = x1:x2 � �1:2E1�p:�1:x2 � �2:2E2�p:�2:x1 � �3:2E3�p:�3* erreur due à la division informatiqueSoit � la division informatique, toujours en négligeant les termes d'ordresupérieur ou égal à deux :X1 �X2 = x1x2 � �1:2E1�p:�1x2 + �2:2E2�p:�2:x1x22 � �3:2E3�p�3 (4.7)Phénomène de 
an
ellation Dans le 
as de l'addition de termes de mêmesignes, l'exposant E3 du résultat est égal à Sup(E1; E2) + Æ, Æ valant 0 ou 1.Les deux termes résultant des erreurs d'arrondi sur X1 et X2 sont d'un ordre degrandeur inférieur ou égal à 2E3�p. L'erreur relative sur X1 � X2 reste de l'ordrede 2�p. Cette opération est don
 �relativement stable� en 
e sens où elle ne génèrepas de perte brutale de pré
ision.Pour la multipli
ation, puisque E3 = E1 +E2 + Æ, Æ valant 0 ou -1 et que pourla division, E3 = E1 � E2 + Æ, Æ valant 0 ou +1, les 
on
lusions sont les mêmes.Par 
ontre, dans le 
as de la sousta
tion de termes de même signe, on a seule-ment E3 = Sup(E1; E2) � k. Si X1 est très voisin de X2, k peut valoir plusieursunités alors que l'erreur absolue reste de l'ordre de 2Sup(E1;E2)�p du fait de �1 et�2. L'erreur relative sur X1 	X2, 2Sup(E1;E2)�p�E3, se trouve multipliée par 2k. Enune opération on a perdu k bits signi�
atifs exa
ts. Nous retrouvons là l'instabilitéde la soustra
tion, appelé phénomène de 
an
ellation, mise en éviden
e dansle 
ode ORCA [14℄.Un programme de 
al
ul est une suite ordonnée d'opérations arithmétiques. Sup-posons pour simpli�er, qu'il fournisse un résultat unique au bout de n opérations.Soit r 2 RI le résultat exa
t, l'ordinateur fournit un résultat R 2 FI enta
héd'erreur. Il a été montré [17℄ que R peut se modéliser au premier ordre en 2�p par :R � r + nXi=1 gi(d):2�p:�i (4.8)27



gi(d) étant des 
oe�
ients ne dépendant que des données et �i étant des quantitésperdues lors des arrondis. De plus, on a supposé que les exposants et signes desrésultats intermédiaires étaient indépendants des �i. Il est alors aisé de formaliserle nombre de 
hi�res sifgni�
atifs exa
ts CR du résultat informatique R. En e�et :CR � log10 ���� rR� r ���� (4.9)4.3 La méthode CESTACLa méthode CESTAC (Contr�le et Estimation Sto
hastique des Arrondis deCal
uls) a été dé�nie par M. La Porte et J. Vignes en 1974, puis généralisée par 
edernier [18, 19, 20℄.On peut résumer très simplement l'idée majeure sur laquelle repose la méthodeCESTAC. Elle 
onsiste à exé
uter plusieurs fois le même programme de 
al
ul enpropageant di�éremment les erreurs d'arrondi. On obtient ainsi pour un même
al
ul, des résultats di�érents. La partie 
ommune à tous les résultats représentela partie �able, l'autre étant la partie non signi�
ative.L'arithmétique aléatoire Comme il a été vu pré
édemment, tout résultat Rd'une opération aithmétique est en
adré par deux �ottants 
onsé
utifs R� et R+.Déterminer le mode d'arrondi, 
'est d'éterminer la règle qui, en fon
tion de R,
hoisit de le représenter soit par R� soit par R+. L'arithmétique aléatoire 
onsisteà retenir aléatoirement R� et R+ ave
 la même probabilité.Ave
 
e mode d'arrondi, �i 2℄ � 1;+1[. Bien sûr 
e nouveau mode d'arrondiné
essite un générateur aléatoire. Ainsi, en utilisant l'arithmétique aléatoire, unmême programme supposé fournir un résultat unique, exé
uté N fois, fournira Nvaleurs di�érentes du résultat.Le but de l'arithmétique aléatoire n'est don
 pas d'améliorer la pré
ision durésultat mais seulement de faire propager di�éremment les erreurs d'arrondi pourensuite, à partir de N é
hantillons du résultats, pouvoir estimer son nombre de
hi�res signif
atifs exa
ts.Estimation de la pré
ision En exé
utant N fois le programme de 
al
ul, onobtient don
 N représentants Ri;i=1;N de la variable aléatoire R modélisée par (4.8)où les �i sont des variables aléatoires indépendantes et équidistribuées. La distribu-tion 
ommune des �i est uniforme sur [-1,+1℄ don
 
entrée. Les deux 
onséquen
esmajeures sont :1. l'espéran
e mathématique de la variable R est le résultat mathématiqueexa
t r2. la distribution de R est quasi-gaussienne.Il s'agit don
 d'estimer la moyenne d'une variable aléatoire gaussienne à partird'un é
hantillon. C'est exa
tement le but du test de Student. Celui-
i fournit unintervalle de 
on�an
e pour l'espéran
e d'une gaussienne à partir d'un é
hantillonsous une probabilité donnée. Appliqué à notre problème, on sait don
 que : 8� 228



[0; 1℄; 9�� 2 RI , �� étant le seuil de 
on�an
e de la distribution de Student pourune probabilité de (1� �), P  jR� rj � s:��pN ! = � (4.10)ave
 R, la moyenne des Ri : R = 1N NXi=1Ri (4.11)et s l'é
art-type des Ri, s2 = 1N � 1 NXi=1 �Ri � R�2 (4.12)Sous une probabilité �, le nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts de R, 
'est-à-dire le nombre de 
hi�res dé
imaux signi�
atifs 
ommuns à R et à r, est minorépar : CR = log10  pN:jRjs:�� ! (4.13)Ainsi, l'appli
ation syn
hrone1 de la méthode CESTAC à un programme 
onsiste,à 
haque étape intermédaire de 
al
ul, à :1. e�e
tuer N fois le 
al
ul en parallèle en utilisant le mode d'arrondi aléaoirepour obtenir N résultats intermédaires Ri di�érents2. 
hoisir la moyenne R de 
ette population 
omme représentant informatiquedu résultat intermédiaire3. 
al
uler le nombre de 
hifres signi�
atifs exa
ts de R en utilisant la formule(4.13)4. re
ommen
er l'étape 1 pour le 
al
ul suivant ave
 les N représentants RiEn pratique, N = 2, ou 3 et � = 0; 95:Pour N = 2, �� = 12; 706.Pour N = 3, �� = 4; 303.Le zéro informatique Le 
on
ept de zéro informatique [21℄ est essentiel dansla méthode CESTAC.Dé�nition : Un résultat informatique R est un zéro informatique si R=0 en étantsigni�
atif ou bien si R est quel
onque mais non signi�
atif.Con
rètement, ave
 la méthode CESTAC, un résultat R, représenté par N ré-sultats Ri, sera un zéro informatique si l'une des deux 
onditions suivantes estremplie :1. 8i; Ri = 02. CR � 01L'appli
ation asyn
hrone 
onsiste à exé
uter N fois le programme 
omplet ave
 à 
haque foisun résultat �nal Ri. On 
al
ule alors la moyenne et le nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts desdi�érents résultats Ri. 29



En pratique, l'ordinateur ne peut distinguer le zéro informatique du zéro mathé-matique. Ave
 
e nouveau 
on
ept, une arithmétique sto
hastique a été dévelopéeave
 de nouvelles dé�nitions pour les relations d'ordre et d'égalité, qui prennent en
ompte la qualité numérique des opérandes.Contr�le et validation de la méthode CESTAC [12℄ L'étude théorique[17, 22, 23, 24℄ a montré la validité de la méthode CESTAC sur la modélisationmathématique. Sa validité pratique repose don
 entièrement sur la réalité physiqueou non des hypothèses et des approximations faites dans l'étude théorique.Très pré
isement, 
es hypothèses sont :a) Les signes et exposants des résultats intermédiaires sont indépendants desperturbations.b) Les erreurs d'arrondi �i se 
omportent 
omme des variables aléatoires indé-pendantes équidistribuées.
) L'approximation au premier ordre en 2�p dans l'expression de R est valide.d) L'approximation aux quatres premiers termes de son développement de Ed-geworth de la distribution de R dans l'étude du tesst de Student sur 
ettedistribution est valide.e) La régularité des 
oe�
ients gi(d) est respe
tée. Ce
i signi�e qu'au
un d'entreeux n'est prépondérant devant la somme des autres en valeur absolue.Dans la pratique, les hypothèses a), d) et e) ont peu d'in�uen
e sur l'e�
a
itéde la méthode [12℄.Les hypothèses b) et 
) sont des hypothèses beau
oup plus importantes qui
on
ernent les fondements même de la méthode CESTAC. Ces hypothèses sont desapproximations. Par dé�nition, elles ne sont jamais stri
tement véri�ées dans laréalité.La 
onséquen
e majeure de l'hypothèse b) est la distribution uniforme sur[�1;+1[ des variables aléatoires zi, 
e qui entraîne que la variable aléatoire Z est
entrée sur le résultat mathématique exa
t. Par
e qu'il s'agit d'un modèle, dans lapratique il existe un biais, que nous appellerons de type I, dû à l'approximationfaite dans l'hypothèse b). On montre dans [25℄ qu'un biais de l'ordre de quelquess -é
art-type de R- entraîne une erreur inférieure à un 
hi�re dé
imal, voire à unbit, sur l'estimation du nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts. Cette robustesses'explique prin
ipalement par la stru
ture même de la formule CR -utilisation dulogarithme- et par la robustesse naturelle du test de Student. La question est desavoir si la di�éren
e entre le modèle théorique et la réalité physique due à l'hy-pothèse b) est sus
eptible de générer un biais supérieur à quelques dizaines ouquelques 
entaines de s.L'é
art-type de R est donné par s2 = 1N�1 PNi=1(gi(d))2 et le biais réel est majoréparPNi=1 jgi(d))j. Il faut don
 beau
oup d'opérations ave
 des 
oe�
ients qui soienttous du même ordre de grandeur et un 
omportement des erreurs d'arrondi systé-matiquement biaisé pour voir apparaître un rapport important entre l'é
art-typethéorique et le biais réel. Or, 
omme nous l'avons rappelé dans le paragraphe pré-
édent, l'expérien
e a toujours montré que la 
ompensation des erreurs d'arrondiest un phénomène important lors de 
al
uls s
ienti�ques longs. Dans son prin
ipemême, la méthode CESTAC, par
e qu'elle inje
te de l'aléatoire pur dans le 
al
ul,30



valide d'autant la modélisation des erreurs des erreurs d'arrondis par des variablesaléatoires. Il y a une autovalidation de la méthode CESTAC.En 
on
lusion, on peut dire que soit il y a peu de 
al
ul et le biais est toujoursde l'ordre de quelques s au plus, soit le phénomène de 
ompensation de l'erreurd'arrondi en arithmétique virgule �ottante, ampli�é par la méthode CESTAC, jouepleinement. Ce
i explique pourquoi dans la pratique, le biais de type I ne met jamaisen défaut le nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts fourni par CESTAC.L'hypothèse 
) est la seule hypothèse qui, si elle n'est pas satisfaite, peut réelle-ment faire é
houer la méthode CESTAC. L'hypothèse 
), rappelons-le, stipule queles termes d'ordre supérieur ou égal à 2�2p sont négligeables devant 
eux du premierordre. Si tel n'est pas le 
as, on ne peut plus a�rmer que le test de Student estappli
able à la distribution de Z et surtout, l'espéran
e mathématique des termesd'ordre supérieur ou égal à 2�2p n'étant pas nulle, il en résulte un biais que nousappellerons de type II ave
 un ordre de grandeur devant lequel l'é
art-type de Zpeut-être négligeable. Ce
i est illustré par l'exemple de la suite de J.-M. Muller[26℄ où CESTAC surestime le nombre de 
hi�es signi�
atifs.Pour éviter 
ette surestimation possible et utiliser 
orre
tement la méthodeCESTAC, il faut analyser 
e qui peut invalider l'approximation au premier ordre.Les additions et soustra
tions ne génèrent pas de nouveaux termes d'ordre supé-rieur à 2 [17, 24℄. Une déviation brutale de la traje
toire mathématique ne peutpas venir de 
es opérations (nous supposons, pour simpli�er, que le 
al
ul ne faitintervenir que les quatres opérations arithmétiques élémentaires). Par 
ontre, lesmultipli
ations et les divisions générent des termes d'ordre supérieur (voir le para-graphe 'la propagation des erreurs d'arrondi').Pour la multipli
ation, le produit �1:�2 devient prépondérant devant les termesdu premier ordre si, à la fois, �1 et �2 sont prépondérants devant x2 et x2. Il s'agitde la multipli
ation de deux résultats non signi�
atifs. Remarquons que dès quel'une des deux opérandes est signi�
ative, l'approximation au premier ordre pourla multipli
ation reste valable.Dans le 
as de la division de X1 par X2, les termes du résultat d'ordre supérieurà 2 seront prépondérant si et seulement si �2 est prépondérant devant x, ie, siX2 est non signi�
atif. La division par un résulat non signi�
atif, de même quepré
édemment est sus
eptible de dévier totalement la traje
toire informatique dela traje
toire mathématique.Il faut don
 déte
ter les apparitions éventuelles de 
e type d'opérations . Ce
ine pose au
une di�
ulté à 
ondition d'utiliser la programmation syn
hrone de laméthode CESTAC qui seule permet d'évaluer à tout instant la pré
ision de toutrésultat intermédiaire. On dispose en permanen
e de N représentants de tout ré-sultat intermédiaire 
e qui permet d'en estimer la pré
ision. On peut dès lors testersystématiquement la non signi�
ation de deux opérandes pour les multipli
ationset du dénominateur pour les divisions. Il y a là une véritable autovalidation de laméthode CESTAC puisque la méthode est 
apable de déte
ter le moment où ses
onditions de validité ne sont plus satisfaites.C'est sur 
ette 
apa
ité que repose toute la �abilité de la bibliothèque CADNA.31



4.4 La bibliothèque CADNALe logi
iel CADNA (Control of A

ura
y and Debugging for Numeri
al Appli-
ations) 
onçu par Jean VIGNES et Jean-Marie CHESNEAUX [8, 6℄, tous deuxmembres de l'équipe Cal
ul à Haute Performan
e et Validation (CHPV), permetde valider les résultats de tout programme de 
al
ul s
ienti�que exé
uté sur ordi-nateur. CADNA se présente 
omme une librairie é
rite en Fortran 90, utilisableaprès la 
ompilation lors de l'édition de liens. Elle met en ÷uvre automatiquementet de manière syn
hrone la méthode CESTAC.Un nouveau type , le nombre sto
hastique, a été 
réé : il n'est rien d'autrequ'un N-uplet (ave
 N=2 pour la version utilisée dans notre étude) d'éléments envirgule �ottante perturbés. Tous les opérateurs arithmétiques (+, -, * , /) ont étésur
hargés de telle sorte que, lorsqu'un tel opérateur est exé
uté, les opérandes sontdes N-uplets et le résultat rendu est un N-uplet aléatoirement perturbé. Les opéra-teurs dits de relation (>, �, <, �, =) ont été également sur
hargés en respe
tantles propriétés de relation d'ordre [6, 9℄. Toutes les fon
tions utilisables dans desprogrames é
rits en Fortran 77 (SIN, COS, EXP,...) ont été également sur
hargées.De même, les instru
tions d'entrées-sorties ont été modi�ées, notamment l'instru
-tion d'impression qui fournit 
omme résultat la moyenne du N-uplet é
rite ave
uniquement son nombre de 
hi�res dé
imaux signi�
atifs exa
ts. De plus, a�n depouvoir évaluer l'in�uen
e des erreurs de données sur les résultats de programmede 
al
ul s
ientifque, une fon
tion permet de perturber les données [6, 9℄.En outre, CADNA déte
te les éventuelles instabilités numériques 
ausées parun zéro informatique. Par exemple, CADNA déte
te les divisions instables 
ar ellessont dues à un dénominateur non signi�
atif. Un zéro informatique est a�
hé parla bibliothèque CADNA sous la forme �.0.
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Chapitre 5Instrumentation de CADNA dans le
ode OPA-TRC-NNPZDDOM
5.1 Méthode utiliséeOn est parti du 
ode ORCA déjà �
adnatisé� [13℄. Voi
i un rappel des prin
i-pales étapes de l'instrumentation de CADNA dans ORCA :1) InitialisationCette initialisation a pour but :� d'ouvrir le �
hier 
adna_stability_f90.lst (
orrespondant à l'unité logique58) qui 
ontient les messages éventuels d'instabilités numériques� d'initialiser l'utilisation de l'arithmétique aléatoire.Cette initialisation est déjà rajoutée à la suite des dé
larations du programmeprin
ipal (modele.f ). Elle est réalisée par l'appel d'un sous-programme :
all CADNA_INIT(K, ind_div, ind_mul, ind_test, ind_intr, ind_math,ind_perte, SEUIL)Le premier argument, K, de type entier, permet de limiter la taille du �
hier
adna_stability_f90.lst.� Si K = -1, le �
hier 
ontiendra tous les messages des instabilités déte
tées.� Si K = 0, le �
hier ne 
ontiendra au
un message d'instabilité.� Si K = N, le �
hier 
ontiendra les N premiers messages.Les autres arguments sont de types logiques et valent vrai si l'on veut dete
terles instabilités 
orrespondantes :ind_div : pour des divisions par un �zéro informatique�ind_mul : pour des multipli
ations où les deux opérandes sont des �zérosinformatiques�ind_test : pour la déte
tion dans les relations d'ordre où la di�éren
e entreles deux opérandes est un �zéro informatique�ind_intr : pour le 
as où les fon
tions intrinsèques int, aint, abs, mod, signgénèrent des instabilités 33



ind_math : pour le 
as où les fon
tions mathématiques sqrt, exp, log, log10,sin, 
os, tan, asin, a
os, atan, atan2, sinh, 
osh, tanh génèrent des in-stabilités.ind_perte : pour déte
ter la perte brutale de pré
ision d'une opérationarithmétique élémentaireLe dernier argument, S, de type entier, représente le nombre de 
hi�res signi-�
atifs exa
ts à partir duquel on 
onsidère qu'il y a perte brutale de pré
ision.Sa valeur par défaut est 4.Dans un premier temps K a été initialisé à 0 pour ne pas allonger le tempsd'exé
ution.2) Modi�
ation des typesOn utilise le type dé�ni par 
ette bibliothèque, TYPE (SINGLE_ST), qui dé-
lare un sto
hastique simple pré
ision. Il rempla
e le type REAL et REAL*8.3) Modi�
ation des fon
tions on-lineCADNA n'a

epte pas les fon
tions on-line 
ar l'opération d'égalité qui 
or-respond à la dé�nition d'une fon
tion ave
 des arguments n'a pas été surdé-�nie. Ces fon
tions ont don
 été réé
rites.4) Modi�
ation de 
ertaines fon
tions standardSeules 
ertaines fon
tions standard sont re
onnues par CADNA. Par exempleCADNA re
onnaît la fon
tion MIN ave
 deux arguments mais pas ave
 trois.Il faut don
 dans 
e 
as réé
rire l'appel à la fon
tion min :min(a; b; 
) ) min(min(a; b); 
)5) Modi�
ation de 
ertaines fon
tions du 
ompilateur Fortran sur le CRAYJ90Le 
ode OPA utilise des fon
tions qui possèdent des arguments réels, propresau 
ompilateur Fortran sur CRAY : 
vmgp, 
vmgm, 
vmgz, sdot. Elles n'ontpas été redé�nies dans CADNA ave
 des arguments sto
hastiques. Elles ontdon
 été redé�nies sous un autre nom pour que les fon
tions 
orrespondantesdu CRAY ne soient pas appelées en premier.6) Modi�
ation des opérateurs ve
torielsla sur
harge des opérations sur les tableaux n'a pas en
ore été dé�nie dansla version a
tuelle de CADNA. Les opérations sur les tableaux doivent don
être e�e
tuées à l'aide de bou
les.7) Modi�
ation des entréesLa fon
tion de le
ture READ ne permet pas de lire dire
tement des variablesde type sto
hastique. Il faut rajouter une variable lo
ale réelle, que l'on valire, et on a�e
te ensuite la variable sto
hastique à 
ette valeur.Le �
hier tr
le
.F, �
hier du 
ode NNPZDDOM va lire des variables dansle �
hier namelist.passivetr
.norst du répertoire BIOSCRIPTS (en dehors34



du répertoire BIOORCA où se trouvent tous les autres �
hiers). On a don

hangé le nom de la variable 
orrespondante dans le �
hier namelist. Ainsion avait dans tr
le
.FREAL rs
,rtrn,ahtrb0namelist/natnum/rs
,rtrn,n
or,ndttr
,
rosster,lhdf,ahtrb0READ(numnat,nattr
)et dans le �
hier namelist.passivetr
.norst&NATNUMndttr
=1,lhdf=.TRUE.,rs
=1.,rtrn=1.e-15,n
or=1,
rosster=.FALSE.,ahtrb0=0.,&ENDAprès �
adnatisation�, on a dans tr
le
.FREAL zrs
,zrtrn,zahtrb0namelist/natnum/zrs
,zrtrn,n
or,ndttr
,
rosster,lhdf,zahtrb0READ(numnat,nattr
)rs
= zrs
rtrn=zrtrnahtrb0=zahtrb0et dans le �
hier namelist.passivetr
.norst&NATNUMndttr
=1,lhdf=.TRUE.,zrs
=1.,zrtrn=1.e-15,n
or=1,
rosster=.FALSE.,zahtrb0=0.,&END8) Modi�
ation des sortiesDe façon à fournir les résultats ave
 leur pré
ision asso
iée, il 
onvient de mo-di�er les ordres d'é
riture en utilisant la fon
tion STR() de CADNA. Cettefon
tion traite un argument de type sto
hastique et retourne une 
haîne de
ara
tère 
ontenant la représentation dé
imale ave
 exposant de l'argument.Seuls les 
hi�res dé
imaux signi�
atifs exa
ts sont 
ontenus dans la
haîne. La pré
ision est alors immédiatement lisible. Lorsque l'argument estun �zéro informatique�, la 
haîne retournée est : �.0.35



Pour instrumenter CADNA dans les nouvelles subroutines 
orrespondant au
ode de biologie marine, on a pro
édé de deux manières :1. Si le 
ode de la subroutine était pro
he du 
ode initial �
adnatisé�, on a prisla version non-
adnatisée de 
ette subroutine et on a rajouté les élémentsnouveaux dans en les �
adnatisant� si né
essaire.2. Si le 
ode de la subroutine version NNPZDDOM di�érait beau
oup du 
odeversion OPA ou si 
'était une nouvelle subroutine, on a ajouté 
ette nouvelle(version de) subroutine puis on l'a entièrement �
adnatisée�.5.2 Erreur globaleLa méthode des di�éren
es �nies, utilisée pour résoudre les équations primitvesest une méthode appro
hée : elle fournit une approximation de la solution exa
te.La solution obtenue est don
 toujours enta
hée d'une erreur de méthode quel'on appelle em [6, 9℄.Du point de vue informatique, lorsqu'une telle méthode est mise en ÷uvre surordinateur, elle fournit toujours une solution enta
hée d'une erreur globale, eg.Cette erreur résulte de l'erreur de méthode em, inhérente à la méthode mathéma-tique utilisée et de l'erreur due à la propagation des erreurs d'arrondi, appelée i
ierreur de 
al
ul, e
. Il est bien 
onnu [6, 9℄ que, lorsque le pas de dis
rétisation de
es méthodes dé
roît, em dé
roît et qu'au 
ontraire, quand il 
roît, em 
roît aussi.On appelera i
i h le pas de dis
rétisation, h représentant le pas temporel (�t) etles pas spa
iaux (�x, �y = �x et �z). Il a été montré [30℄, que lorsque h 
roît, e
dé
roît et que, lorsqu'il dé
roît, e
 
roît. De telle sorte que em et e
 varient en sensopposé et, de 
e fait, l'erreur globale eg est une fon
tion qui présente un minimumen fon
tion de h.Ainsi la meilleure approximation de la solution que l'on peut obtenir sur or-dinateur 
orrespond à un pas de dis
rétisation optimal h� tel que degdh = 0. Cetoptimum est obtenu lorsque em � e
.L'erreur de méthode dans le 
as d'une méthode de di�éren
es �nies, appliquéeà s
héma numérique, est aussi appelé erreur de tron
ature.L'erreur de tron
ature du s
héma numérique d'Arakawa estem � 1(nitmin)2 + 1(nx)2 + 1(ny)2 + 1(nz)2ave
 nit le nombre minimum de pas de temps : 60,nx le nombre de maille sur la largeur : 28,ny le nombre de maille sur la longueur : 84,nz le nombre de mailles sur la profondeur : 30,D'où em � 2; 8E� 3L'erreur de 
al
ul e
 peut être estimée par la bibliothèque CADNA. Le nombrede 
hi�res signi�
atifs exa
ts des tra
eurs sera vu en détail par la suite. Mais l'onpeut d'ores et déjà dire que les tra
eurs biologiques ont une 
on
entration quipossède environ 10 
hi�res signi�
atifs exa
ts (le maximum étant à 14), 
e qui est36



une très bonne pré
ision. Prenons l'exemple du phytoplan
ton, au soixantième pasde temps dont la 
on
entration est de l'ordre de 10�2 mmole.m�3 ave
 plus de 10
hi�res signi�
atifs exa
ts. L'erreur de 
al
ul (absolue) est don
 de l'ordre de à10�12 mmole.m�3. On a don
 e
 << emL'erreur de 
al
ul la plus importante qui ait été observée sur 480 pas de tempsa�e
te les nitrates : leur 
on
entration est de l'ordre de 9,2 mmole.m�3 ave
 aumoins 10 
hi�res signi�
atifs exa
ts. Ce
i 
orrespond à une erreur de 
al
ul del'ordre de 10�10 mmole.m�3.Don
 on peut a�rmer que pour les six 
on
entrations biologiques étudiées,quand on lan
e au moins 60 pas de temps et jusqu'à 480 (
e qui 
orrespond àdeux jours de simulation), l'erreur de 
al
ul est nettement inférieure à l'erreur deméthode.On peut en 
on
lure que, de 
e point de vue, les 
al
uls ne sont pas e�e
tuésave
 le pas optimal en espa
e et en temps. A
ondition de respe
terles 
onditions de stabilité, les pas pourraient être diminués de façon àdiminuer l'erreur de méthode et don
 l'erreur globale sur les résultats.L'allure de la 
ourbe représentant l'erreur de méthode ne sera pas étudiée i
i1, don
on ne peut 
al
uler les pas optimaux.5.3 Convergen
e du gradient 
onjugué pré
ondi-tionnéComme il a été vu au 
hapitre 2, à 
ause des erreurs d'arrondi, la méthode dugradient 
onjugué pré
onditionné est une méthode itérative. On a le test d'arrêtsuivant : 
k+1< b;Qb > � � (5.1)ave
 � 
hoisi à priori (voir le paragraphe 2.4 pour les notations).En fait le test réellement utilisé dans le 
ode est le suivant :
k+1 � ~� ave
 ~� = � � < b;Qb > (5.2)C'est une relation du type F (xk) � ~� ave
 xk la suite générée pour appro
herla solution mathématique du problème. Si on 
hoisit une valeur � trop grande,le pro
essus itératif peut s'arrêter avant que l'on ait obtenu la meilleure solutionnumérique possible. Si la valeur est trop petite [30℄ :� on peut e�e
tuer un grand nombre d'itérations avant l'arrêt de l'algorithmesans amélioration de la solution ;� l'algorithme peut bou
ler ou produire un itéré très loin de la solution 
her
héepar a

umulation d'erreurs de 
al
ul (d'arrondi).1prin
ipalement par manque de temps 37



Il faut don
 arrêter 
orre
tement le pro
essus itératif, 
'est-à-dire dès qu'unesolution numérique est informatiquement satisfaisante pour le problème.Ainsi ave
 CADNA, on regarde à 
haque itération si, en notant �:0 le zéro infor-matique (voir paragraphe 4.3) :1. jjxk � xk�1jj1 = �:0 2 ;La di�éren
e entre un itéré et le suivant ne représente que des erreurs d'ar-rondi.2. le nombre moyen de 
hi�res signi�
atifs de xk est � 1 ;Dans 
e 
as, les xk sont, en moyenne3, entâ
hés d'une erreur d'arrondi aumoins de l'ordre de leur propre valeur 'informatique' et il est don
 inutile depoursuivre le 
al
ul.3. 
k+1 = �:0 ;Les itérations doivent s'arrêter 
ar la solution obtenue est informatiquementsatisfaisante.4. n � nmax.La suite informatique est 
onsidérée 
omme non-
onvergente et on arrête lesitérations.C'est seulement dans le 
as 3) qu'on a une solution informatiquementsatisfaisante.D'autre part il faut prendre en 
ompte le fait que CADNA peut surestimer lenombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts d'un résultat dont le 
al
ul 
omprend desmultipli
ations instables.Il faut également noter que l'on a redonné toute sa pré
ision au x0 initial utilisédans 
et algorithme. En e�et il n'y pas de 
ondition a priori sur 
e x0 et s'il possèdeun mauvaise pré
ision (
e qui était le 
as 
ar il résulte de 
al
uls), 
k+1 devientnon-signi�
atif avant que l'algorithme n'ait eu le temps de 
onverger.Premier appel du gradient 
onjugué pré
onditionné L'algorithme du gra-dient 
onjugué se situe dans le �
hier solp
g.F. La subroutine 
orrespondante,solp
g, est appelée la première fois par la subroutine islbsf (du �
hier islbsf.F)qui 
al
ule la fon
tion de 
ourant barotropique de l'île. On a~� = epsisl � epsisl� < b;Qb >ave
 epsisl = 10�10,et < b;Qb >= 0:16250091347E � 002soit ~� = 1:6250091347E � 23.Ave
 
e test, le gradient 
onjugué s'arrête à la 144�eme itération.Ave
 les tests d'arrêt, 
ités au paragraphe pré
édent, mis en pla
e au moyende la bibliothèque CADNA, l'algorithme s'arrête à la 116�eme itération 
ar les deux2la norme in�nie est utilisée pour ne pas faire d'erreur d'arrondi sur le 
al
ul de la norme (
ardans 
e 
as 
e test n'aurait plus de sens)3il est à noter que la moyenne est 
al
ulée sur le nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts de xket non sur les valeurs de xk elles-mêmes 38



tra
es du résidu 
k+1 valent 3.885840850491544E-16 et 3.128489322589447E-16 soit�.0 (
e nombre n'est pas signi�
atif).Cependant en regardant de plus près, 
'est-à-dire en regardant les résultatsintermédiaires du 
al
ul de 
k+1, on s'aperçoit que la pré
ision de 
elui-
i est tota-lement surestimée dès la 20�eme itération. Nous rappelons que :
k+1 =< zk+1; Q zk+1 >et que zk+1 est un tableau de 28*84 soit 2352 termes. Don
 le 
al
ul de 
k+1 est unesomme de 2352 multipli
ations de type zk+1i;j � (qi � zk+1i;j ), ave
 qi, le i�eme élémentdiagonal de Q (Q est diagonale), i variant de 1 à 28 et j de 1 à 84.Après avoir fait a�
her, à 
haque itération, la somme des multipli
ations in-stables pour voir à partir d'où CADNA surestimait la pré
ision du résultat, on afait a�
her toutes les multipli
ations instables rentrant dans 
e 
al
ul à l'itération20 
ar 
'est à partir de là que les résultats semblaient être surestimés.A l'itération 20, pour le 
al
ul de z2128;3 � (q28 � z2128;3) on a, ave
 CADNA :La somme des multipli
ations 
al
ulées jusqu'i
i pour 
e 
al
ul qui vaut :3.757569404032225E-9 et 3.428899276920191E-9, ave
 1 
hi�re signi�
atif exa
tL'opérande gau
he (z2128;3) vaut :1.93843965120987E-3 et -1.851723521891071E-3, ave
 0 
hi�re signi�
atif exa
tL'opérande droite (q28 � z2128;3) vaut :1.938450547895535E-6 et -1.851733931113237E-6, ave
 0 
hi�re signi�
atif exa
tet le résultat de 
ette multipli
ation instable vaut :3.757569403950169E-9 et 3.428899276526215E-9, ave
 1 
hi�. sign. exa
t au lieude 0. Don
 on voit nettement que CADNA surestime le résultat de 
ette multipli-
ation. D'autre part, quand on additionne 
e résultat à la somme déjà 
al
ulée, onobtient :7.515138807982394E-9, 6.857798553446433E-9, ave
 1 
hi�. sign.Don
 on ajoute quelque 
hose de non signi�
atif de l'ordre de 10�9 à quelque
hose de signi�
atif de l'ordre de 10�9. Le résultat est don
 quelque 
hose de l'ordrede 10�9 qui n'est pas signi�
atif. Il en est de même pour tout le 
al
ul desz21i;j � (qi � z21i;j) suivants pour 
ette 20�eme itération.On a montré que 
k+1 était non signi�
atif à la 20�eme itération.Don
 on est dans le 
as d'arrêt 3) vu pré
édemment. La solution est 'informati-quement satisfaisante'. A l'itération 19, 
k+1 est de l'ordre de 7.5E-6, et à l'itération20 il est de l'ordre de 4.8E-6. Don
 pour que l'algorithme s'arrête à 
ette itérationsans CADNA, il faudrait mettre espsil à 5,547E-02 de manière à 
e que ~� vaille5E-06.Autres appels au gradient 
onjugué L'algorithme du gradient 
onjugué pré-
onditionné, don
 la subroutine solp
g, est aussi appelé par la subroutine dynspgdu �
hier dynspg.F (qui utilise dynspg.rigidlid.h dans notre 
on�guration). Et dans
e 
as on a ~� = eps � eps� < b;Qb >39



ave
 eps=1E-06 et < b;Qb > qui varie suivant les appels à la subroutine solp
g. Cetalgorithme, appelé par la subroutine dynspg, est utilisé une fois avant le premierpas de temps et ensuite une fois par pas de temps.Quand on met les tests d'arrêt de CADNA, le gradient 
onjugué pré
onditonné,quand il est appelé avant le premier pas de temps, s'arrête ave
 plus d'itérationsqu'ave
 le test d'arrêt utilisant ~�. Au premier pas de temps on a 
k+1 � ~� 4, don
 ile�e
tue le bon nombre d'itération. A partir du deuxième pas de temps, il e�e
tuequasiment toujours plus d'itérations sauf pour 
ertains pas de temps où l'on s'arrêteavant la 
inquième itération.Ainsi on a :� Pour le premier appel avant le premier pas de temps, on s'arrête à la 190�emeitération ave
 
k+1 de l'ordre de 10�18 alors que ~� est de l'ordre de 10�8� Pour le 1er pas de temps, on s'arrête également à la 190�eme itération ave

k+1 � 2 � 10�17 et ~� � 2 � 10�17� Pour le 2�eme pas de temps, on s'arrête à la 195�eme itération ave

k+1 � 10�18 alors que ~� � 10�14� Pour le 3�eme pas de temps, on s'arrête à la 227�eme itération ave

k+1 � 10�28 alors que ~� � 10�13� Pour le 4�eme pas de temps, on s'arrête à la 227�eme itération ave

k+1 � 10�28 alors que ~� � 10�13� Pour le 5�eme pas de temps, on s'arrête à la 231�eme itération ave

k+1 � 10�28 alors que ~� � 10�13� ...� mais au 18�eme pas de temps, on s'arrête à la 5�eme itération ave

k+1 � 10�8 alors que ~� � 10�13� Puis on re
ommen
e : pour le 19�eme pas de temps, on s'arrête à la 231�emeitération ave

k+1 � 10�31 alors que ~� � 10�13� ...� mais au 22�eme pas de temps, on s'arrête à la 1�ere itération ave

k+1 � 10�7 alors que ~� � 10�13� Puis on re
ommen
e : pour le 23�eme pas de temps, on s'arrête à la 234�emeitération ave

k+1 � 10�31 alors que ~� � 10�13� ...� ...Pour tous 
es résultats, nous avons véri�é que CADNA ne surestimait pas le nombrede 
hi�res signi�
atifs exa
ts des résultats.En 
on
lusion, dans la majorité des 
as, sans CADNA, le gradient 
onjugués'arrête trop t�t, on n'a pas obtenu la meilleure solution numérique, don
 epspourrait être plus petit. Mais dans 
ertains 
as, le gradient 
onjugué s'arrête troptard, don
 eps devrait être plus grand, 
e qui signi�e que 
ertaines itérations ont été4le 
hoix de eps a dû se faire sur 
e test d'arrêt40



e�e
tuées 'pour rien' (sans amélioration de la solution) ou que la solution obtenueest loin de la solution mathématique par a

umulation d'erreurs d'arrondi. On n'estvraissemblablement pas dans 
e dernier 
as puisque la solution obtenue n'est pas,en moyenne, non-signi�
ative.5.4 Pré
ision des di�érents s
hémasRappel des résultats obtenus ave
 ORCA Dans l'étude de la stabilité numé-rique du 
ode ORCA [13℄, la pré
ision des tra
eurs dynamiques a été étudiée dansla 
as d'une 
on�guration 'o
éan globale' (on prenait tous les o
éans en 
ompte).Il faut noter également que les données étaient lues dans un �
hier restart (ellesdé
oulaient de simulations déjà e�e
tuées sur une période d'un an par exemple),
e qui n'est pas le 
as i
i.Les variables dynamiques (
ourant, température, salinité,..) avaientune très bonne pré
ision : plus de 10 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour tn (tempé-rature, sn (salinité), rdn (densité), bn2n (fréquen
e de Brunt-Vaisala), et q (
ondi-tion de �ux de 
haleur à la surfa
e) et plus de 7 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour un(première 
omposante horizontale du 
ourant), vn (deuxième 
omposante horizon-tale du 
ourant), wn (
omposante verti
ale du 
ourant), rotn (la vorti
ité relative),spgu (le gradient horizontal de pression de surfa
e), spgv (le gradient verti
al depression de surfa
e).Les simulations Dans 
ette étude, nous avons regardé la pré
ision des prin
i-pales variables, a
tives et passives, du 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM, sur 480 pasde temps, 
e qui 
orrespond à deux jours de simulation. Dans l'étude sur ORCA,les simulations n'allaient pas au-delà de 30 itérations 
ar 
ela prenait déjà unesemaine ! Heureusement, les 
al
uls étaient i
i plus rapides et 
ela est dû au faitque :� nous utilisons le CRAY SV1 du CCR (Centre de 
al
ul Re
her
he et Réseaude Jussieu) qui est deux fois plus rapide que le CRAY J90 qui était utilisépour étudier ORCA� le domaine étudié est plus petit et même si son dé
oupage est plus �n, au totalil 
omporte quand même moins de maille don
 moins de points à 
al
uler� les fon
tions de CADNA ont été �inlinées�, 
ela signi�e que lors de l'édition deliens le 
ode des fon
tions est re
opié dans le programme sour
e qui les utilise.On gagne don
 le temps d'appel à 
es fon
tions, 
e qui n'est pas négligeable.Ave
 notre 
on�guration, 480 itérations ont pris 7h18mn (en temps de
al
ul) et ave
 le temps d'attente 12h41mn.Les variables dynamiques La pré
ision des tra
eurs a
tifs (ou variables dyna-miques), ne dépend pas du s
héma numérique (Arakawa ou Smolarkiewi
z) utilisépour les tra
eurs passifs (variables biologiques), 
e qui est normal puisque, pardé�nition, les tra
eurs passifs n'agissent pas sur les tra
eurs a
tifs.Les tra
eurs a
tifs ont une bonne pré
ision : ils ont au moins huit 
hi�ressigni�
atifs exa
ts après la phase d'initialisation.41



Dans la suite on ne tient pas 
ompte du fait que 
ertaines variables sont initia-lisées ave
 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts (leurs valeurs d'initialisation ne sont pas
al
ulées).On peut regrouper les tra
eurs a
tifs selon trois allures de 
ourbes pour leurpré
ision :� Première allure de 
ourbeLes trois 
omposantes du 
ourant (un, wn et wn), la vorti
ité relative (rotn)et la divergen
e horizontale (hdivn) ont une 
ourbe qui 
ommen
e assez bas(autour de 6 ou 7 
hi�res signi�
atifs exa
ts) puis augmente rapidement etsemble se stabiliser autour de : 8,7 
hi�res signi�
atifs en moyenne pour un(soit 1 
hi�re de moins qu'ave
 ORCA), 9,2 pour vn (soit 0,2 
hi�re de moinsqu'ave
 ORCA), 8,3 pour wn (même pré
ision environ qu'ave
 ORCA), 8,7pour rotn (soit 0,8 
hi�re de moins) et 8,5 pour hdivn (soit 0,2 
hi�re de plus)La 
ourbe de la divergen
e horizontale est toutefois moins régulière que lesautres (voir ANNEXE 2,3 et 5).� Deuxième allure de 
ourbeLa température tn, la salinité sn, l'énergie en et la fréquen
e de Brunt-Vaisala(bn2n) ont une 
ourbe qui 
ommen
e à 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts et quidiminue rapidement dans un premier temps puis de façon de plus en plusprogressive et semble tendre vers une valeur : 11,9 
hi�res signi�
atifs enmoyenne pour tn (soit 0,2 
hi�re de plus qu'ave
 ORCA) et sn (soit 1,1
hi�re de plus) , 12,9 (soit 0,6 
hi�re de moins) pour en et 10,6 pour bn2n(soit 0,2 
hi�re de moins) (voir ANNEXE 4 et 6).On peut noter que la 
ourbe de la salinité est très bruitée pour les 200 pre-mières itérations, que 
elle de l'énergie possède une 
ertaine irrégularité etque 
elle de la fréquen
e de Brunt-Vaisala se stabilise très rapidement.� Troisième allure de 
ourbeLe gradient horizontal (spgu) et le gradient verti
al (spgv) de pression desurfa
e ont une allure de 
oube qui se rappro
he de la première mais ellepart d'environ 9 
hi�res signi�
atifs exa
ts, augmente plus dou
ement et defaçon plus bruitée. Ces 
ourbes semblent tendre respe
tivement vers 10 (soit2,3 
hi�res de plus qu'ave
 ORCA) et 9,5 
hi�res signi�
atifs exa
ts (soit 1,7
hi�re de plus) (voir ANNEXE 8).La densité (rdn) possède une 
ourbe qui se rappro
he de 
elle de la température,ave
 une di�éren
e majeure 
ependant, elle ne semble pas 
onverger vers une valeurmais 
ontinue toujours de des
endre au 480�eme pas de temps (voir ANNEXE 6)alors qu'ave
 ORCA 
'était la variable la plus régulière : elle avait environ 11,9
hi�res signi�
atifs exa
ts.Quant au nombre de 
hi�res signi�
atifs des radiations solaires (q) et des 
ondi-tions de �ux de 
haleur à la surfa
e (qsr), il reste à 14 (voir ANNXE 7), 
es variablesne sont pas 
al
ulées. 42



Pré
ision des variables biologiques ave
 Arakawa Toutes les 
on
entra-tions, sauf mention 
ontraire, sont exprimés en mmole.m�3.De même que l'on a regrouper les 
ourbes pour les tra
eurs a
tifs, on peut re-groupé les 
ourbes des tra
eurs passifs (variables biologiques) en trois 
atégories.� Première allure de 
ourbeMis à part les nitrates, toutes les 
ourbes de pré
ision des 
on
entrationsdes tra
eurs passifs ont exa
tement la même allure. Après être initilisée à14 
hi�res signi�
atifs exa
ts, la pré
isions de 
es tra
eurs des
end instanta-nément à 9,5 ou 10 
hi�res, remonte très rapidement (en environ 30 pas detemps) à 10,75 ou 11 
hi�res puis diminue dou
ement pour sembler tendrevers :� 10,1 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour l'amonium (voir ANNEXE 9)� 10,5 pour le phytoplan
ton, le zooplan
ton, les détritus (voir ANNEXE10, 11)� 10,6 pour la matière organique dissoute (voir ANNEXE 11)� Deuxième allure de 
ourbeLa pré
ision des nitrates sur les 480 pas de temps forme une 
ourbe un peu àpart. Après avoir été initialisée à 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts, elle diminuetout d'abord très rapidement puis plus progressivement pour se retrouver à10,7 
hi�res au bout de 480 pas de temps (voir ANNEXE 9).� Troisième allure de 
ourbeLe 
al
ul des variables biologiques né
essite 
elui de variables intermédiaires.Leur pré
ision suit une 
ourbe d'une allure semblable. Après avoir été initiali-sée à 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts, elle diminue tout d'abord très rapidementpuis plus progressivement de façon plus ou moins linéaire pour atteindre lesvaleurs suivantes au bout de 480 pas de temps :� 12,6 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour zlno3 (voir ANNEXE 12) qui 
or-respond à la limitation par les nitrates de la produ
tion de phytoplan
ton5(
'est une valeur 
omprise entre 0 et 1)� 12,5 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour zlnh4 (voir ANNEXE 12) qui 
orres-pond à la limitation par l'amonium de la produ
tion de phytoplan
ton� 13,1 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour zlle (voir ANNEXE 13) qui 
orres-pond à la limitation par la lumière de la produ
tion de phytoplan
ton� 13,1 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour xpar (voir ANNEXE 13) qui 
orres-pond à la lumière en Watt.m�2.� 12,3 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour zno3phy (voir ANNEXE 14) qui 
or-respond au débit d'amonium utilisé par les phytoplan
tons en mmole.m�3.s�1.� 12,3 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour znh4phy (voir ANNEXE 14) qui 
or-respond au débit de nitrate utilisé par les phytoplan
tons en mmole.m�3.s�1.� 12,6 
hi�res signi�
atifs exa
ts pour znh4phy (voir ANNEXE 15) qui
orrespond au débit de phytoplan
tons brouté par les zooplan
tons en5Produ
tionphytoplan
ton = zlno3 � zlnh4 � zlle � Produ
tionphytoplan
ton43



mmole.m�3.s�1.On peut voir en ANNEXE 26 la 
on
entration du phytoplan
ton sur notredomaine, à 91 mètres de profondeur, au bout de 480 pas de temps, et en ANNEXE27 la pré
ision qui lui asso
iée. On peut di�
ilement établir une 
orrélation entrel'importan
e de la 
on
entration et la pré
ision 
ar 
elle-
i varie trop peu.On peut voir en ANNEXE 28 la 
on
entration du phytoplan
ton mais 
ette foi-
i il s'agit d'une 
oupe en profondeur, de la surfa
e à -260 mètres environ, sur toutela largeur de notre domaine pour la longueur y =252 km (moitié de la longueurtotale) , toujours au bout de 480 pas de temps. On peut noter que le phytoplan
tonest surtout présent dans la zone des 110 mètres. On peut voir, en ANNEXE 29,la pré
ision qui est asso
iée à 
e s
héma. La pré
ision paraît être plus faible enprofondeur (on avait trouver le même résultat ave
 ORCA).Smolarkiewi
z Le s
héma de Smolarkiewi
z ave
 di�usion horizontale explose àpartir de la 55ime itération environ et les variables gardent une très bonne pré
ision.L'explosion du s
héma n'est don
 pas dû aux erreurs d'arrondis mais plut�t aumodèle mathématique utilisé.Le s
héma de Smolarkiewi
z sans di�usion horizontale n'explose pas. Ces va-riables biologiques ont une bonne pré
ision. L'évolution de 
ette pré
ision di�èrequelque peu par rapport aux mêmes variables 
al
ulées ave
 le s
héma d'Arakawa.On peut regrouper les variables biologiques de la même façon que pré
édemmenten trois 
atégories de 
ourbes :� Première 
atégorie de 
ourbeLa pré
ision des variables part de 14 
hi�res signi�
atifs et se stabilise trèsrapidement autour d'une valeur :� 8,9 
hi�res signi�
atifs exa
ts (soit 1,2 
hi�re en moins qu'ave
Arakawa) pour l'amonium (voir ANNEXE 16)� 9,3 (soit 1,2 
hi�re en moins qu'ave
 Arakawa) pour le phytoplan
tonet le zooplan
ton (voir ANNEXE 17)� 9,6 (soit 0,9 
hi�re en moins qu'ave
 Arakawa) pour les detritus (voirANNEXE 18)� 9,4 (soit 1,2 
hi�re en moins qu'ave
 Arakawa) pour la matière orga-nique dissoute (voir ANNEXE 18)� Deuxième 
atégorie de 
ourbeI
i aussi, la pré
ision des nitrates forme une 
ourbe un peu à part. Aprèsavoir été initialisée à 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts, elle diminue tout d'abordtrès rapidement puis plus progressivement pour se retrouver à 10,9 
hi�resau bout de 480 pas de temps (voir ANNEXE 16).� Troisième 
atégorie de 
ourbeLes 
ourbes de pré
ision des variables biologiques intermédiaires ont exa
-tement la même allure qu'ave
 le s
héma d'Arakawa, 
ertaines 
ourbes sontjuste légèrement dé
alées à la baisse, leur pré
ision atteint les valeurs sui-vantes au bout de 480 pas de temps :� 12,4 
hi�res signi�
atifs exa
ts (soit 0,2 
hi�re en moins qu'ave
 Ara-kawa) pour zlno3 (voir ANNEXE 20) (soit 0,2 
hi�re en moins)44



� 13,2 
hi�res signi�
atifs exa
ts (moins d'un dixième de di�éren
e) pourzlle (voir ANNEXE 21)� 12,1 
hi�res signi�
atifs exa
ts (soit 0,2 
hi�re en moins) pour zno3phy(voir ANNEXE 22)Con
lusion Les variables dynamiques du modèle ont une bonne pré
ision quisemble se stabiliser (ex
epté pour la densité) à au moins 9 
hi�res signi�
atifsexa
ts. On ne peut 
on
lure de manière générale sur la 
omparaison entre la pré
i-sion de 
es variables dynamiques et de 
elles 
al
ulées ave
 la 
on�guration ORCA
ar pour 
ertaines variables la pré
ision est supérieure et pour d'autre inférieure et
ela, sans règle apparente (du moins à première vue).La 
on
entration des tra
eurs passifs semble 
onverger vers une très bonne pré-
ision, plus de dix 
hi�res signi�
atifs exa
ts, et 
ela plus rapidement ave
 Smo-larkiewi
z qu'ave
 Arakawa. Cependant 
ette pré
ision �limite� est d'environ un
hi�re signi�
atif exa
t de moins ave
 le s
héma de Smolarkiewi
z (par rapportaux résultats obtenus ave
 le s
héma d'Arakawa).Quant à la pré
ision des variables biologiques intermédiaires, elle diminue en-
ore au 480�eme pas de temps don
 il faudrait plus de pas de temps pour éventuel-lement déterminer leur valeur limite. On peut d'ores et dèjà dire qu'elles ont lemême nombre de 
hi�res signi�
atifs exa
ts ave
 le s
héma d'Arakawa et 
elui deSmolarkiwi
z à deux dixièmes près en moyenne pour 
ertaines variables.Si nous avions disposé de plus de temps il aurait été intéressant de regarder lesrésultats sur 10 ou 15 jours de simulation soit 2400 ou 3600 pas de temps 
ar 
'estla durée habituellement utilisée ave
 
ette 
on�guration, on aurait, alors, mieuxpu entrevoir la pré
ision vers laquelle 
haque variable semble tendre.5.5 Conservation des tra
eursLa somme des 
on
entrations des variables biologiques doit théoriquement se
onserver dans le temps 
ar, 
omme le disait Lavoisier, �Rien ne se perd, rien nese 
rée, tout se transforme�. On peut se reporter au s
héma de l'ANNEXE 1 pourles é
hanges entre 
es variables à la surfa
e.Ave
 le s
héma d'Arakawa (ave
 de la di�usion horizontale), la somme des
on
entrations des tra
eurs passifs (pour les six variables biologiques) ne se 
onservepas au 
ours des itérations. Elle diminue signi�
ativement (voir le premier s
hémaen ANNNEXE 25).Pour tenter de voir à partir de quelle subroutine la somme des tra
eurs n'estpas 
onservée, nous avons 
ommen
é à a�
her la somme des tendan
es (elles sontutilisées pour le 
al
ul de la 
on
entration des tra
eurs passifs) avant et après lapremière subroutine qui intervient dans le 
al
ul de 
es tendan
es (tr
bio). Avant
ette subroutine, la somme est nulle ave
 14 
hi�res signi�
atifs exa
ts 
e qui 
or-respond à sa valeur d'initialisation et après 
ette subroutine la somme n'est passigni�
ative (
e qui ne veut pas dire que les tendan
es, elles, ne sont pas signi�-
atives). On ne peut don
 
ontinuer plus loin dans 
ette dire
tion de re
her
he.45



Quand on utilise le shéma de Smolarkiewi
z, ave
 de la di�usion horizontale,la somme des 
on
entrations des variables biologiques diminue, jusqu'à 
e que les
héma explose, à partir de 
e moment là, la somme des tra
eurs explose aussi, elleos
ille de plus en plus au 
ours des itérations (voir le deuxiéme s
héma ANNEXE25). Le s
héma a été pris à la même é
helle que le pré
édent pour pouvoir mieuxles 
omparer, 
'est pourquoi les valeurs 'sortent' du s
héma.En�n dans le 
as du s
héma de Smolarkiewi
z, sans di�usion horizontale, lasomme des tra
eurs passifs augmente de façon signi�
ative (voir ANNEXE 26).Son augmentation est plus faible que la diminution dans le 
as d'Arakawa don
 les
héma de Smolarkiewi
z sans di�usion horizontale est plus 
onservatifque le s
héma d'Arakawa ave
 di�usion horizontale, et 
ela semble êtredû à la di�usion horizontale.5.6 PlanningLe temps imparti pour 
e projet de �n d'étude était d'environ 55 jours répartissur deux jours par semaine de janvier à mai et 
inq jours par semaine au mois dejuin (2000).On peut dé
ouper 
es 55 jours de la manière suivante :� Environ 6 jours pour trouver des moyens pour a

élérer l'exé
ution du 
ode(les fon
tions de CADNA ont été 'inlinés')� Environ 17 jours pour 
adnatiser le 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM à partirdu 
ode ORCA� Environ 24 jours pour avoir les résultats (débogage) et les analyser� Environ 8 jours pour faire le rapport
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Con
lusionCe projet de �n d'étude m'a permis de mieux 
omprendre le 
ode OPA, quej'avais déjà entrevu lors de l'étude sur la stabilité numérique d'ORCA. Il m'aégalement permis d'approfondir la 
onnaissan
e de la bibliothèque CADNA, qui jel'espère sera de plus en plus utilisé, tant par les industriels que par les 
her
heurs.Il était né
essaire de passer en revue l'étude mathématique du 
ode pour souli-gner que l'algorithme du gradient 
onjugué pré
onditionné 
onverge théoriquementet que les s
hémas numériques utilisés respe
tent les 
ritères de stabilité, 
ar 
'estseulement à 
es 
onditions que l'étude de la stabilité numérique à un sens.D'un point de vue informatique, l'algorithme du gradient 
onjugué '
al
ule bien'(mise à part lors du 
al
ul de la fon
tion de 
ourant barotropique de l'île) même sila solution obtenue n'atteint pas toujours la pré
ision qu'elle pourrait atteindre.Les variables dynamiques (ou tra
eurs a
tifs) possèdent une bonne pré
ision,
e qui ne nous a pas surpris 
ar 
'était déjà le 
as ave
 la 
on�guration ORCA(les s
hémas numériques utilisés n'ont pas 
hangés). La nouveauté de 
ette étuderésidait, mise à part le domaine et les 
onditions initiales, dans le 
ouplage ave
un 
ode de biologie marine NNPZDDOM.Les variables de biologie marine (ou tra
eurs passifs), 
al
ulées ave
 le s
hémanumérique d'Arakawa ont une bonne pré
ision, 
e qui ne nous a pas non plus vrai-ment surpris 
ar 
'est le s
héma numérique utilisé pour les variables dynamiques.Par 
ontre nous n'avions au
un à priori sur la pré
ision des variables biologiquesave
 le s
héma de Smolarkiewi
z (sans di�usion horizontale), si 
e n'est que leso
éanographes avaient des résultats 
ohérents par rapport à la réalité. La pré
isiondes variables biologiques ave
 
e shéma s'est révélée quasiment aussi élevée qu'ave
le s
héma d'Arakawa (au maximum 1,2 
hi�re signi�
atif exa
t de moins).Par manque de temps, les instabilités numériques n'ont pu être re
her
hées, miseà part dans l'algorithme du gradient 
onjugué pré
onditionné qui a été 'dé
ortiqué'séparément. Cependant, vu que dans l'étude 
on
ernant la 
on�guration ORCA,au
une instabilité n'ayant des 
onséquen
es n'avaient été repéré et que dans notre
on�guration les variables ont une très bonne pré
ision, même si on dé
ouvrait desinstabilités, il y aurait peu de 
han
es qu'elles aient des 
onséquen
es telles queles variables n'auraient plus assez de 
hi�res signi
atifs exa
ts (seuls deux ou trois
hi�res sont vraiment né
essaires).Par manque de temps également, nous n'avons pu envisager de perturber lesdonnées (en �xant leur pré
ision initale), 
ependant 
ela aurait été moins utile quedans l'étude pré
édente 
ar les données ne sont pas lues dans un �
hier restart47



don
 nous n'aurions pas pu extrapoler les résultats à un nombre de pas de tempssupérieur.Ce projet de �n d'étude a permis de mettre en éviden
e la bonne qualité nu-mérique du 
ode OPA-TRC-NNPZDDOM dans son ensemble, que 
e soit ave
l'utilisation du s
héma d'Arakawa ou de Smolarkiewi
z pour la biologie marine. Ila également permis de mettre en éviden
e que les deux s
hémas numériques utiliséspour la biologie marine ne sont pas 
onservatifs.Un autre s
héma numérique pour la biologie marine est a
tuellement à l'étude,il serait don
 interessant, dans le futur, d'étudier sa stabilité numérique.
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ANNEXE 2 : variables dynamiques
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ANNEXE 3 : variables dynamiques
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ANNEXE 4 : variables dynamiques
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ANNEXE 5 : variables dynamiques
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ANNEXE 6 : variables dynamiques
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ANNEXE 7 : variables dynamiques
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ANNEXE 8 : variables dynamiques
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ANNEXE 9 : Variables biologiques ave
 Arakawa
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ANNEXE 10 : Ave
 Arakawa
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ANNEXE 11 : Ave
 Arakawa
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ANNEXE 12 : Ave
 Arakawa
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ANNEXE 13 : Ave
 Arakawa
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ANNEXE 14 : Ave
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ANNEXE 15 : Ave
 Arakawa
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ANNEXE 16 :Variables biologiques ave
 Smolarkiewi
z
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ANNEXE 17 : Ave
 Smolarkiewi
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ANNEXE 18 : Ave
 Smolarkiewi
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ANNEXE 20 : Ave
 Smolarkiewi
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ANNEXE 21 : Ave
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ANNEXE 22 : Ave
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ANNEXE 23 : Ave
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ANNEXE 24 :Conservation des tra
eurs biologiques
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ANNEXE 25 :Conservation des tra
eurs biologiques
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